Apuntes de Electrodinamica. Tema 11

MECANICA RELATIVISTA

CADRIVECTOR DENSIDADE DE FORZA

As compoiientes covariantes do cadrivector corrente son
Ja = gaﬁ’]ﬂ = (pC’_J)

O cadrivector resultante de multiplicar o tensor electromagnético por J, contén as tres
compoiientes da densidade de forza de Lorentz:

FPIy=f% a=1,2,3.
Por exemplo, 1 =F1ﬁJﬁ =l pctB.J,-BJ =(pE+JxB) =f..
c
A outra compoiiente € proporcional 6 traballo w realizado polo campo por unidade de tempo

e volumen (potencia por unidade de volumen) ':

FOkazlJ.EZK
C C

Con estas compoiientes construimos o cadrivector densidade de forza :

e :(ch’fj (12.1)

FORZA DE MINKOWSKI

A integral deste cadrivector nun volumen V tridimensional non é un cadrivector, debido a
que o volumen non ¢ invariante.

En cambio un 4—volumen (volumen tetradimensional) ¥, dado que a transformacion de
Lorentz é ortogonal, (logo o xacobiano do cambio de variable de V' a ¥ sera 1):

ryoo-mB
|D/1|=_7/ﬂ e :72<1_ﬂ2):1

¢ invariante, de onde *:

A J‘f{ldv — J‘f!(ldvl: J‘Aof,a
V(4) A(V(4)) V(4)

tén caracter cadrivectorial.

DAdv= [ Ao/ dv
)

1 ’ . . .
Os indices latinos refirense a coordenadas espaciales e toman os valores 1,2, 3 oux, y, z.

* A primeira igualdade ¢ a traduccion matemética do sentido fisico da transformacién. A
continuacion aplicase o teorema de cambio de variable. A notacion Aof * representa £ *(¢’, r’).
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Supofiamos a forza F* = j f“dv actuando sobre un volumen tridimensional ¥ (o superin-
Vv

dice non significa que sea un cadrivector). A variacion do momento > A p“, en cambio:

Ap“sz“dtzJ‘ jfadv dt = jfadv(4),
At

AV y(4)
si sera cadrivectorial.

A derivada con respecto 6 tempo propio 7, invariante, ¢ o cadrivector

«_dp® _dp® J‘ p
Kf=——=y—= dv
ar a7
vV
chamado forza de Minkowski:
12.2
K“=[7P,7Fj (122
c

cunha compofiente proporcional 4 potencia P xenerada polo campo e as tres compofentes da
forza de Lorentz F, multiplicadas por .

A forza sobre unha particula calctlase supofiendo que no volumen ¥V que contén a carga da
particula os campos (externos) son constantes:

J.j/u(pE+J><B)dv=J‘j/up(EJruxB)dv=7/u(E+uxB)jpdv=)/uq(E+u><B)
v v v

jyu 1J-Edv=_[7u lpu-Edv=7uqﬂ
v C % C C

A forza de Minkowski que actiia sobre a particula é logo

. u-E u-E (12.3)
K" = (71,616,7“‘1(E+“X3)j = (7uqc’7uF)

TENSOR ENERXIA—MOMENTO

Os teoremas de conservacion da enerxia e do momento electromagnéticos podense reunir
nunha sola expresion covariante. O teorema de Poynting en forma diferencial (2.8) onde
w=J;-E ¢ a potencia disipada por unidade de volumen, queda

Oty +V-S=-w
ot
e, en catro dimensios:
oS (12.4)
Guegl +1 GST Ml +8S§ :_K:_fo
ox c\ox Ox~ ox c

Tamén o teorema de conservacion do momento (2.17)

3 Adiantamos o concepto de momento relativista, que se desenrolara mais tarde (12.10).

2



Apuntes de Electrodinamica. Tema 11

Z[PJreo_’[EdevJ =i;TMﬁda =;[V‘TMdV )

(T™ é o tensor de Maxwell), identificando a derivada do momento coa forza aplicada e posto na
forma diferencial

Q(gOExB)—v-T'" =—f
=

admite unha descomposicion en coordenadas rectangulares. Se x' € un dos eixes cartesianos no
espacio tridimensional,

xx » sz
(v-T"), =¢,-(V-T")=v-(T""¢,)=V ||T,, T, T, |=
sz Tyz Tzz (125)

variando o indice latino i entre 1 e 3. E en canto o término do momento g,

(agJ _ Acg;) (12.6)
ot). ox°
Todo esto permitenos construir o seguinte sistema de ecuacios
0 E 1
A0 || Uem : —S fo
0 ; I
cg; -TV !

ox”

O tensor 7% que representamos por bloques ¢ o tensor de enerxia—momento
electromagnético. Explicitamente

1 1 1

Uyy —S, —8§, =8,
C c C
Taﬁ: C8x _Txx _Txy _sz

cg, -T, -T, -T (12.8)

cg, -I,, -T, -T
Comprobase facilmente que no espacio libre é un tensor simétrico.

A conservacion da enerxia-momento electromagnéticos queda asi condensada na relacion

or”’ e (12.9)
ox”

O caracter tensorial de 7% podese supoiier polo cumplimento da ecuacion anterior. Un
procedemento mais directo é comprobar que
Ta _ L FOM F _
B A
Hy

1
Zé‘f (F/wF/Iy ):|
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CADRIVECTOR MOMENTO

En mecanica non relativista, a enerxia e 0 momento son magnitudes aditivas e conservativas.
Por aditiva enténdese que a magnitude total dun sistema ¢ a suma das correspondentes as partes,
sempre que non haxa términos de interaccion. Por conservativa, que se non hai interaccion co
exterior, o valor do total non depende do tempo.

Na extension relativista destes conceptos tratase de manter estas duas propiedades, € que
ademais, no limite non relativista (velocidade moito menor ca ¢), a enerxia € 0 momento
relativistas coincidan cos non relativistas.

O momento p dunha paraticulas enténdese como unha magnitude vectorial que depende da
velocidade u da particula. Pola isotropia do espacio, p € u deben ser paralelos, ¢ a relacion entre
eles non debe depender da direccion. Logo, admitindo unha posible dependencia con respecto 6
modulo da velocidade, definimos

p=m(u)u (12.10)
A enerxia €, igualmente, podera depender de u, pero non da direccion.

Sea my a masa propia dunha particula, ¢ dicir, a masa (invariante) que teria pra un
observador con respecto 6 que a particula estuvese en repouso. Construimos o cadrivector
momento multiplicando m, polo cadrivector velocidade:

G =m,U"” =(7umoc,7/um0u) (12.11)

A derivada de G “ con respecto 6 tempo propio 7tamén sera un cadrivector:

A xeneralizacion “natural” da segunda lei de Newton seria identificar esta derivada coa forza
de Minkowki K

a (12.12)
dG _K®
dr
xa que no limite clasico esto coincide coa dita lei. En efecto, por (9.30) e (12.12):
dG’ 1 dG° a’ suu yod(1
T s T =My =My, = | MU
dt y, dr . c c dt\2
dG° _y u-E
“ar W4

Esto, cando y, = 1, € o teorema clasico de conservacion da enerxia

d(1
E(Emouzj =qu-E

En canto 4 parte espacial,

%(yfﬁw;‘u u~2uj =F
C

u
no limite non relativista equivale a 2* lei de Newton:

mou=F
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O coincidiren pra 7= 1 e transformarense da mesma maneira os dous membros da igualdade,
queda probado (12.12). Expresado en funcion do tempo z, dado que d#/dt = 1/y,, obtense a
ecuacion relativista da dindmica dunha particula:

. (12.13)
dG* _ 1 .,

a7,

Esta ecuacidon descomponse en dias:

d(y,myc) q u-E

dt c (12.14)
d(}/‘:;;%u) = g(E+uxB)
Destas:
d(Z;u) = uaZ;”eruli = m:Icz u(u-E)+ y,u =n210(E+u><B)

Facendo E = E| + E, podemos pofier

. 1 ?
7u“=q(_2“(“‘E)+E +E, +u><Bj=qK1—u2JE|l +E, +“XB}
c my c

e obter as compofientes paralela e perpendicular a u da aceleracion:

u=—+E,

myy, (12.15)

u; =L(El+uxB)
myy,

A inercia da particula ¢ distinta segiin que a forza sea paralela ou perpendicular a u. As
magnitudes que representan esta inercia chdmanse masa lonxitudinal, m|, e masa transversal,

my.
_ 3
m = moy,

my, =mo)

O feito de que m| — c cando u — c fai que ningunha particula con masa m, # 0 poida ser
acelerada hasta chegar a velocidade da luz.

MASA RELATIVISTA
Pra manter a definicion (12.10) temos que admitir que a masa varia da forma
my, (12.16)

m=ymy=—r———-
’ «/1—142/02

Esta masa, que coincide coa masa transversal definida antes, chamase masa relativista. A
baixas velocidades ¢é igual 4 masa clasica m,,.

A primeira ecuacion de (12.14), sabendo que ¢ u-E ¢ o traballo por unidade de tempo do
campo, debe ser a variacion con respecto 0 tempo da enerxia E da particula:
2 2
d(}/umoc ):d(mc ):qu-E=d—£ (12.17)
dt dt dt
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Logo E= mc® + C, sendo C unha constante. E razonable, e concorda coa experiencia, facer
C=0. Con eso temos a relacion de Einstein

E=mc’ (12.18)
entre a masa dunha particula e a sua enerxia.

O cadrivector momento (12.11) queda G” = (mc, mu) = (mc, p). Multiplicando pola
constante ¢ e usando (12.16) e (12.18) resulta que ¢cG* = (E, cp) € un cadrivector. En
consecuencia > — p°c’ é invariante, e igual 6 valor mc* que toma cando y, = 1. Logo

E* = p* + my’ct (12.19)

sendo E, = myc” a enerxia en repouso € o resto E.= (y—1) moc” a enerxia cinética.



