Apuntes de Electrodinamica. Tema 3

ONDAS ELECTROMAGNETICAS EN MEDIOS ILIMITADOS.

jid v Unha onda ¢ unha perturbacion propagandose no espacio, é
=~ dicir, un campo que nun certo instante ¢ + 7 toma un valor que se
V|, i deriva do valor nun instante ¢ anterior por medio dun certo
operador de propagacion @,

z

Wliv =Pyl

No caso mais simple a propagacion consiste nunha traslacion
espacial a velocidade v constante nunha direccion fixa v (fig. 1):

Fig. 3.1

v, t+siv)=y(r-yvs,t) 3.1

ECUACIOS DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS.

Nas ecuacios de Maxwell

v.E=Z vxE--8
& ot (1.18)

escribimos o doble rotacional de E usnado a identidade vectorial VxVxF=VV-F-V’F:

V2E=VV-E—V><V><E=LV/)+V><6—B
& ot

Do rotacional de B resulta

0 oJ 0°E
OBy Ve OE
ot Hoop THG0 5

Sumando as duas ecuacion, sabendo que as derivadas espacial e temporal conmutan,

0’ 1 oJ (32"
V? — e, — |[E=—Vp+pu,—
( Hy oatzj g, P+ Uy o

Podemos obter outra ecuacion deste tipo pra B. Intervambiando as ecuacios e repetindo os
calculos

VZB=VV-B—V><V><B=—Vx(,uOJ+,uogoa—Ej

ot
2
QV xE=— 0 123
ot ot
chegamos a
, P (3.3)
\4 _/Jogoy B=—-u,VxJ

2
'O=V?-py,e, 2—2 ¢ o operador chamado d’Alembertiano.
t
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As ecuacids inhomoxéneas (3.2) e (3.3) son as ecuacios de ondas do campo
electromagnético. Os términos 4 direita do signo igual son as fontes dos campos.

ECUACIOS DE ONDAS EN MEDIOS MATERIALES HOMOXENEOS, LINEALES E ISOTROPOS.

Consideremos agora un medio homoxéneo, lineal e isotropo onde pdde existir unha corrente
libre de conduccion ocE e ademais unha corrente aplicada J,2 A corrente libre total sera
J,=J,+0E. As outras ecuacios constitutivas do medio seran B=xH ¢ D=¢E. En

primeiro lugar
P
P _Fr (=V-E)
&y
Combinando as formas macroscopica e microscopica do rotacional do campo magnético

VxH:Jf+6—D=Ja+o-E+ga—E=leB=l(,qu+,uogoa—E)
ot ot u y7, ot

OE
= tyd = /u(Ja + GE)+ (/ug— Moy )E

de (3.2) resulta inmediatamente

OE OE 1 oJ, (3.4)
= VPrtHTy,

De igual meneira de (3.3), aplicando a lei de induccion de Faraday
oB ’

VxJI=puVxJ, —po—+\ue—pé)—-

Hy Ho « Mo o (/u Hy ) PP

chegamos a

0B o’B (3.5)

PROPAGACION EN MEDIOS NON DISPERSIVOS.

As ecuacids (3.2) a (3.5) admiten solucids non nulas anque as fontes sean nulas. Estas
soluciods representan ondas propagandose fora das rexios onde se xeneran. O caso mais simple,
que estidiaremos an primeiro lugar, ¢ o dun medio h.1.i. sin perdas (o que implica que o= 0),
que poderia ser ben i espacio libre. Nestes caso (3.4) e (3.5) quedan

2
sz—yga]fzo
82t (3.6)
0°B
VB - ue =0
a ot’

E e B cumplen ecuacios de ondas idénticas e aparentemente independentes. Pero na
deduccion de cada unha delas interveiien os dous campos. Observemos que dado un campo F
que cumple unha ecuacion de ondas vectorial podemos establecer, introducindo as constantes
que cumpran, unhas ecuacios de Maxwell entre F ¢ o seu rotacional:

? Véxase a nota sobre fontes aplicadas e inducidas no tema 1.
2
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1 2
[ 2__2(36_sz:0 1 OF (3.7)
vdf ! = V X G = _26_ :
N t
9G L VuF Y
ot
(a constante debe a forza ter dimensios de velocidade) porque
2
QVXG: —VxVxF=VV-F-V?F 2%6 f
ot v- Ot

e V-F = 0 por non haber fontes. En consecuencia tamén VxF cumple a ecuacion de ondas. O
mesmo poderiamos facer partindo de G.

Nas lineas seguintes simplificaremos os calculos traballando con ecuacios escalares en vez
de vectoriales. Dada a definicién do laplaciano vectorial -V’F =V*(i-F),Vue R (onde o

segundo laplaciano ¢ a diverxencia do gradente) obtemos unha ecuacion pra compoiiente
w=u-E ou w=u-B do campo na direccion u :

2 (3.8)

Consideremos unha onda do tipo (3.1) que se propaga sin deformacion (fig. 3.1) con
velocidade constante e uniforme v = v v, e dicir que

WV vy

dt os |;

resulta que
1 (3.9a)

€ a velocidade de propagacion. O valor desta velocidade no espacio libre represéntase co
simbolo c:

1 (3.9 b)

Cc =
v Hoéo

A relacion entre as velocidades de propagacion no espacio libre en nun medio € o indice de

refraccion do medio
[ (3.10)
- Ve KK

Neokty "

sendo x; ¢ x;, a permitividade eléctrica e a permeabilidade magnética relativas.

c
n=—
v

Un caso particular de propagacion unidireccional son as ondas planas, nas que os campos E
¢ B estan relacionados xeométricamente de forma particularmente simple. Imos deducir esta
relacion en condicids mais xenerales.

Operadores diferenciales transversales
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Definida unha direccion fixa v, calquera campo vectorial F admite unha descomposicion
unica nas stias compofientes paralela e perpendicular (transversal) a esta direccion:

F=F +VF=F +VV-F (3.11)

Por definicion, a diverxencia transversal de F é a diverxencia da compofiente transversal

def 3.12
V,-F=V-F, (3-12)

Os demais operadores diferenciales tridimensionales tamén se poden definir en forma

transversal. O rotacional quedaria definido por *

def 3.13
-V, xF=V, -(Fxi),Yue R’ (3-13)

Como conclusids inmediatas,
V-F=V,-F+Vv-V(¥-F)
V-(¥xF)=—V-V, xF+V-V{-(VxF)}=—v-V, xF’

ONDAS TRANSVERSALES EN MEDIOS NON DISPERSIVOS. ONDAS PLANAS.

Seguimos considerando ondas en ausencia de fontes e propagandose con velocidade
constante e uniforme. Na identidade vectorial

Vx(VxE)=vV-E—(V-V)E

onde a diverxencia ¢é cero pola primeira hipotesis,
introducimos a hipotesis de propagacion sin
e E deformacién *

Se ademais impofiemos a condicion V x E =0 temos
tamén que V-(VxE)=vV-B=0

Logo, como dous campos que tefien iguales a

t diverxencia e o rotacional solo pdden diferir nun
e término estatico (que l6xicamente non € parte da
onda) concluimos que
1. (3.14a)
. L . B=—vxE
Fig. 3.2: relacion espacial entre os campos V

dunha onda plana.
Cun proceso paralelo ¢ coa hipdtesis V,x B=0:

Vx(¥xB)=vV-B—(V-V)B
—Vsz%—]:z—v(ff-V)Bzvi(ffxB)
vV (¥xB)=V-E=0
deducimos unha ecuacion simétrica da anterior:

E—-—vAxB (3.14b)

3 . . , . . ., . A
Un operador diferencial transversal contén solo as derivadas nas direccios perpendiculares a v
* A operacion (\7 . V)F ¢ o rquivalente vectorial de V-V no sentido de que representa a derivada

direccional de F na direccion V.
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As condiciés V x E=0e¢ V,x B =0 significas que as restriccios dos campos a planos
perpendiculares 4 direccion de propagacion son conservativas. Esto cimplese no caso particular

das ondas planas, nas que os campos son uniformes nestes planos, chamados por eso planos de
onda.

En consecuencia os campos eléctrico e magnético son perpendiculares entre eles e 4
direccion de propagacion (fig. 2).

Se nas relacion (3.14) facemos B = i H, teremos

E=- 4 vxH=-ZvxH con Z-= Pl

Jeu e (3.15)

uH=\leuvxE = Hzéfle

A constante Z chamase impedancia de propagacion do medio. No espacio libre toma o
valor Z, = 377 Q.

Sabendo que o campo eléctrico é perpendicular & direccion de propagacion, o vector de
Poynting da onda ¢é

(3.16)

S=ExH=%Ex(€7xE)=€' E?

1
Z
Exemplo 3.1

Supofiamos que unha onda plana incidindo normalmente sobre unha superficie S desde o
espacio libre se absorbe nela (fig. 3). A potencia P transferida por unidade de area 4 ¢é a que

o perde o volumen V da figura, dada pola compofiente normal do
- N\ . 5 ., f o
e \\ vector de Poynting °. En funcién do campo eléctrico:
‘ \
P R 1
/ 4 Z,
Vv
7 / En canto as forzas, coa relacion (3.13) entre os campos, o
¢ tensor de Maxwell queda
cAt
@ NG| (U D
T Tn=-n—|g,E”+—B" |=vg,E
2 Hy
Fig. 3.3 Esta forza por unidade de area é a presion da radiacion, e

representa a variacion do momento por unidade de tempo ¢ de area.

Desde outro punto de vista, a superficie absorbe nun tempo Af 0 momento electromagnético
G contido no volumen cilindrico ¥ da figura:

G=jgdv=i2s Acht =¥ e,E> ANt
C
vV

. , 2
e por unidade de tempo e area tense o momento &£FE” calculado antes.

ONDAS MONOCROMATICAS

Usando notacion complexa a ecuacion de ondas escalar (3.7) escribese:

> fié a normal 6 volumen no incide a onda.



Apuntes de Electrodindmica. Tema 3

Viy +(—ia),u0'+ a)z,ug)y/ =0
Facendo k* = &’ e — iouo= (- ia)’, obtemos a ecuacion de Helmholtz
(V*+K) w=0 (3.17)
Nun medio sin perdas unha solucion da ecuacién de Helmholtz en forma de onda plana é
Fikr

Wa=f (h-rFvr)= Re[l//oe ! (ik'”‘”’)], facendo k = i . En notacién complexa, ¥ =y e
’ A%

O vector k chamase vector de propagacion. O seu médulo k € a constante de propagacion.
Unha onda plana monocromatica ¢ periddica no espacio € no tempo.

Se fixamos o tempo, o periodo espacial A na direccidén de propagacion vén dado por
kA =2 A lonxitude A = 247k chamase lonxitude de onda.

Nun punto do espacio fixo, o periodo temporal 7" debe cumplir oI = 2. Polo tanto
T=27w. A inversa do periodo temporal chamase frecuencia ® v= w/2x.

POLARIZACION DAS ONDAS
O campo eléctrico dunha onda plana monocromatica podese representar na forma
E=Eje " E e C’, (3.18)
sendo o campo fisico
E; = Re(EOe_[k're[“” )= ReE,cos(—k -r+at)—ImE,sen(-k -r + wr). (3.19)
En xeneral, o campo fisico nun punto cambia de direccidon co tempo, € o vector que o
representa describe unha elipse (polarizacion eliptica).

Dise que unha onda plana tén polarizacion lineal se o campo eléctrico tén a mesma
direccion en todo punto € momento (a elipse dexenera nun segmento rectilineo). Esto pasa
cando as partes real e imaginaria de E, son paralelas:

Re Eg x Im E(=0. (3.20)

A amplitude do campo eléctrico ¢ |[Eo|. Loxicamente Ey L k. O plano que contén o vector de
propagacion e o campo eléctrico chamase plano de polarizacion.

A polarizacion eliptica chdmase a ezquerdas ou a direitas segin o sentido de rotacion do
campo que veria un observador mirando na direccion de propagacion. Deducese facilmente o
criterio que determina o sentido da polarizacion eliptica:

k -[Re Ey x Im E)] < 0 < polarizacion eliptica a direitas.

Un caso particular de polarizacion eliptica é a polarizacion circular, que se tén cando o
modulo do campo eléctrico é constante pero cambia de direccion. Pasa esto cando as partes real
e imaxinaria de E, son perpendiculares ¢ iguales en modulo:

ReEy|=ImE| (3.21)
(ReE,)-(ImE,)=0]

ONDAS PLANAS EN MEDIOS LINEALES DISPERSIVOS

Entendemos por medio dispersivo un medio lineal no que as propiedades intensivas que
afectan a propagacion dependen da frecuencia.

% E corrente chamar frecuencia a , sobre todo entre autores tedricos.
6
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Chamase relacion de dispersion dun medio lineal 4 funcidon @ (k) ou & inversa k (®). Por
extension, dada unha propiedade @ que depende da frecuencia, a funcion @ (w) ¢ tamén unha
relacion de dispersion.

Evidentemente nun medio non dispersivo a relacion de dispersion € k= a/v.

Velocidades de fase e de grupo

Unha onda ¢ unha perturbacion que se propaga. Esta perturbacion transporta enerxia e pode
tamén transportar informacion. Nun medio dispersivo a velocidade v,= Ax,/At con que se moven

os puntos de fase constante en xeneral non

£ulx, ) Ax<_g> coincide coa velocidade v, = Ax,/At con que
e \ b se propaga a perturbacion (na fig. 3 mostrase,
R e ! moi esaxerado, o efecto sobre un impulso).

Supofiamos que unha sefal sinusoidal de
frecuencia ay estd modulada por unha
funcién f,, (x, f) con espectro de Fourier
limitado e estreito:

7,0.0)= | Flo)e™do

-,

A sefial composta sera unha sinusoide de
amplitude instantanea (0, t), dada por

(3.22)

Fig. 3.3

£(0.)= £,(0.0)Re & = Re [F0)e'**) do

-,

Se a sefial se propaga na direccion x como unha onda plana nun medio lineal dispersivo, con
k dependente da frecuencia @, podemos expresar a onda como superposicion de ondas
sinusoidales:

a)l X
f(x,£)=Re fF(m)e’[_'“+(”+w°)t]dw
.
Pofiamos & como suma de dous términos:

k(w, + @)=k, + <dk>a)
do

correspondendo o promedio a derivada nalgun punto do intervalo (0, w). Asi,

dk

“ i| | kot dk\, x+(o+ay) “ i| (et |0
f(x,t)=Re J.F(a))e{ ( <dw> ] t}da) =Re JF(a))e( <d"’> t] et g
Supofiendo o ancho de banda da sefial moduladora moi pequefio, a derivada pode ser

considerada igual & derivada en @ = 0. Con esto, sabendo que a transformada de Fourier de
f(t—-1) é e""F(w), a onda queda

lim f(x, t) = fm(o, f— ﬁx) Re o!(fre+an)
=0 da)

Obsérvase que a fase da onda aparece desplazada —k, x. Sendo o espectro estreito, esta
xustificado escribir £ onde temos k:
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, 3.23
fx, t):fm(O, t—j—kxj Ree' o) (3.23)

0]

Definimos a velocidade de fase como a velocidade v, con que se moven os puntos de fase
constante:

© (3.24)

Por outro lado a envolvente propagase como se fose unha onda:

I (x,t) = fm(O, t —j—kx)

w

con velocidade v,, chamada velocidade de grupo ou de envolvente:

vy =| —
¢ \do

RELACIOS DE KRAMERS—-KRONIG

As partes real e imaxinaria dos parametros das ecuacios constitutivas non son
independentes. Coas tres hipotesis seguintes

1. Linealidade: a resposta é proporcional & causa.
2. Causalidade: a resposta € posterior no tempo a causa.

3. Accion local: existe unha relacion entre o valor da resposta e a causa en cada punto, que non
involucra outros puntos,

demostraremos as relacios chamadas de Kramers—Kronig.

Como prototipo de parametro constitutivo tomamos a permitividade dieléctrica & A
relacion entre o campo eléctrico e a polarizacion, en notacion complexa, é

P= (8_ 80) E>
sendo
e(w)=¢&(w)—ie’ (w) (3.26)

O campo E(¢) podese expresar como a transformada de Fourier inversa de E(w):
E(t)= [E(w)e'”do

Como E(¢) é real, E(—w) = E'(@). O medio, sometido a este campo, adquire unha
polarizacion P, tamén real

P(t)= T[g(a))— & |E(0)e™ do

Daqui, dado que o campo E ¢ arbitrario e real, deducimos que
e(-w) = £ (). (3.27)

Apliquemos en ¢ = 0 un campo en forma de delta de Dirac E(¢) = 27 E(0 (f). A transformada
de Fourier sera o campo constante E(w) = E,. Pola hipotesis de causalidade,
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P(r)= ]c.[g(a))— & JEye™dw=0 Yi<0

Agora prolonguemos a funcion [& (@) — &] €’ 6 semiplano complexo Im(@’) < 0 en forma
de funcion analitica. Esta funcion existe, xa que as relacios de Cauchy-Riemann dunha funcion f
analitica equivalen, no plano complexo, a V> Re f= V* Im f= 0, e como consecuencia podemos
determinar Re f e Im f'establecendo condicios de contorno (fig. 4)

Sinerco = l6(@) =]
lim f| =0

R— C,

Dado que a polarizacion implica movemento de cargas con masa, a grandes frecuencias
() > &. Por esto podemos, arbitrariamente, establecer a segunda condicion de contorno
lim f(&')=0
0 @ || >0

5\</ Re o’

e

Logo tamén sera analitica a funcion

R N Elo)-¢
)=,
C
v G, excepto no punto @ = w. Aplicando o

teorema integral de Cauchy a f; no mesmo
dominio, do que excluimos o punto
singular por medio dun semicirculo C; de
radio o (fig. 4), a integral no contorno sera
cero.

—Im o’

Fig. 3.4

A integral sobre C, € do orden de [£'(w) — | RN — @) = m[&' (@) — ] — 0. Queda:

-5

wJ‘ g(w,)_go da)l_'_J‘g(a),)_gO da),-i‘ ]Zg(a),)_go da)'=0
o' -o o' -w o' -ow

—0 G w+0

Usando (3.27) podemos transformar a integral entre —o e 0 nunha integral entre 0 e co:

0 © ,
felo)-as _fe@)n
o' - g

—00

Se facemos tender Ja cero,

wfﬁ 8((0,,)_80 da)'+ DJ? g(a):)_g() da)!_)(@ofg(wl,)_g() da)'
0o @W—-o @0 o — 0 -
j—g(a), )-2 do' - izle(w)-s, ]
Cl a) _a)

Ademais, por (3.27),
flol)-cs o) s,

o' —-w o' +w

—00

representando ¢ o valor principal de Cauchy da integral. Sumando as dias integrales entre 0 ¢
oo temos a identidade
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do' +iz[e(w)-g,]=

S/J]i [8(@')— o ](a)’ + a))— [8* (0')-¢, ka)’ - a))

60'2 _ 602
0

= 250]2 olz'(@)-]- ia)'g”(a)')da), +izle'()- g, —ie"(@)]=0

60,2 _ 602

e separando as partes real e imaxinaria chegamos as relacios de Kramers—Kronig entre &' ¢ &'

. 2 CO,S”(CO,) .

g g'w)-¢y=— J-ida)
( ) 0 ﬂ_s{)ow,z_a)z (328)

20 r&'(@)-¢
g” g"(a)) SOI ('2 ) 20 da)'
0 T -
Wo @ Como exemplo, na fig. 5 mostrase esta relacion
Fig. 3.5 nas proximidades dunha resonancia. Notese que

despois do pico de absorcion (maximo de £°) en @,
&" queda por debaixo do valor que tén antes. Esto é xeneral, de maneira que en frecuencias moi
altas " — &, como xa se dixo.

PROPAGACION EN CONDUCTORES

Non hai ningunha razén pra que o coeficiente k£ da ecuacion de Helmholtz tefia que ser real.
Todalas funcids implicadas na sta deduccion tefien extension complexa, coas mesmas relacios
formales ca con nimeros reales. Se o medio tén conductividade, de feito, non hai solucios con &
real. No seu lugar obtense

K = &’ pe— iouo= (S —ia)’, con
k=p-ia (3.29)

Esto interpreta o feito fisico de que ademais da corrente de desplazamento J, = iwe” E, que
sup6n un almacenamento de enerxia en forma de campo eléctrico, existe unha corrente de
conduccion J,= o E que produce unha disipacion de enerxia electromagnética. En consecuencia
o fenémeno non ¢ solo de propagacion, senon tamén de atenuacion. Introducindo a corrente de
perdas na permitividade complexa (3.26), escribimos

ing=in(e'-ic")=ive' +o,
de onde, nun medio con perdas exclusivamente por correntes de conduccion:

e (3.30)
E=¢&—i—
w

Resolvendo a ecuacion (3.29),

J1+1/0% -1

a =@+ &l B
B=oen N +/2Q +

onde fixemos
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0 chamase factor de calidade do medio, e representa a relacion entre as correntes de
desplazamento e de conduccion.

ONDAS PLANAS EN MEDIOS CONDUCTORES

O campo eléctrico da onda plana que se propaga na direccion & sera
E(l’) — Eoe—i(ﬁ—ia)kr — Eoe—a R~re—iﬁf(~r (332)

A constante « chamase coeficiente de atenuacion. [ tén o sentido que tifia a constante de
propagacion en medios sin perdas e chamase por eso constante de propagacion. Obsérvase que
se trata dun campo de amplitude decrecente. A distancia d= 1/« na que se atenta nun factor 1/e
chamase fondura de penetracion.

Se 0 medio ¢é un bo conductor (we << o),

e %652 2 (3.33)
2 \ ouoc

Non intervén a permitividade, porque a corrente de desplazamento ¢ moito menor ca a de
conduccion (Q < 1). A ecuacion de ondas transférmase na ecuacion de difusion:

VZE—ya%]fzo ou

V’E —ioucE =0

Relacios entre os campos

Aplicando a relacion vectorial
F=Fe ™" = VxF=-ikxF

(sendo F, un vector constante) 6s campos eléctrico e
magnético dunha onda plana polarizada linealmente ', da
lei de induccion de Farady obtemos

VXE=—-kxE=—ioB =

. Cig - 3.34
B-Fkxp=S"1% vk, (3:39)
1) 1)
Fig. 3.6 A relacion inversa obtense da ecuacion de VxB,

tendo en conta que agora k tén parte imaxinaria:

k 2
Vsz—ikaziw(j E =
@

o - _o(ftia (3.35)

E=——kxB= > 2)lA(><B
k p +a

Logo os campos eléctrico e magnético siguen sendo transversales e perpendiculares entre
eles, coma nos medios sin perdas. Pero, debido a que k= f— i@, 0 campo magnético retrasase
no tempo con respecto 6 eléctrico (fig. 6).

7 Con polarizacion eliptica as ecuacios (3.24) non implican a perpendicularidade de E e B.
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