Apuntes de Electrodinamica. Tema 4

ONDAS PLANAS EN MEDIOS SEMIINFINITOS

Se unha Unica onda electromagnética atravesa a superficie S de separacion entre dous
medios, en xeneral os campos E|s ¢ H|s non satisfan as condiciés de fronteira (1.18) en S. E
necesario construir unha solucién que no medio de incidencia sea superposicion da onda
incidente ¢ outra reflexada, e no outro medio sea unha onda transmitida.

Neste tema estudiaremos o caso de medios homoxéneos, lineales e isotropos sin perdas
separados por superficies planas virtualmente infinitas.

COEFICIENTES DE FRESNEL EN INCIDENCIA NORMAL.

Supofiemos que ademdis da onda plana incidente desde o medio / con campo eléctrico E
existe unha onda reflexada E~ ¢ unha transmitida 6 medio 2, E". As direccids siguen o criterio
indicado na fig. 1. Se a direccion de propagacion da onda incidente ¢ normal 4 superficie, os
seus campos non teran compofiente normal, e as condicios de fronteira que deben cumplir son
as referentes as comporfientes tanxenciales. Por (3.9), os campos magnéticos de cada onda son

PR PR . (4.1)
H = n“xE (8° = +A, Z, € R)

(o superindice fai referencia a onda, o subindice 6
medio; Z; é a impedancia caracteristica do medio 7).

O campo eléctrico tanxencial debe ser continuo:

E'+E =FE'

Imos supofier que non hai corrente superficial. En

— consecuencia tamén o campo H debe ser continuo:
i}
E H++H_:i<ﬁ+xE++ﬁ_xE_):
Z
S ~ Lax(E B )=LaxE
Z, |\ L H A Z,
. Daqui deducimos que i(EJ’ —E‘)zLE’
Fig. 4.1 ! ! 2 z,
Operando:
g -2t po 2% g (4.2)
Z,+Z7, Z,+Z,
Os coeficientes
Z,+7, (4.3)
__ 27,

Z,+Z,

chamanse coeficientes de Fresnel de reflexion e de transmision, respectivamente, pra incidencia
normal.
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Se as ondas son monocromaticas, podese tratar o problema en notacion complexa. Neste
caso podense ter impedancias complexas (en medios dispersivos), e loxicamente tamén
coeficientes de Fresnel complexos.

Definimos os coeficientes de reflexion de potencia R, e de transmision T, como os cocientes
1

dos modulos dos vectores de Poynting. Os vectores de Poynting son S; =+ (E i)zﬁ . Pra

z

— ZZ — Zl ’
\z,+ 2 (4.4 a)
S'| 47,7,

T=2 1=
S* (ZZ+ZI)2

valores instantaneos:

Con ondas monocromaticas en notacion complexa esto queda como

2
Z,-Z,

Z,+Z,
. _4Re(2,2])
Z,+ 2|

R= (4.4 b)

Verificase que R + T'= 1, como se debia esperar, xa que consideramos que non hai perdas na
superficie.

Ondas estacionarias

Supofiamos que a onda incidente € monocromatica, de frecuencia @ = kc. No medio /
superpoiiense as ondas incidente e reflexada, movéndose en direccids contrarias k e —k:

E= E+e—ik-r + E—eik-r
Esto ¢ igual ca
E=(E -E )e™ +E (" +¢™ )=(E" ~E")e ™" +2E cosk-r

Desta maneira a onda queda expresada como suma dunha onda de amplitude E'—E™ que se
propaga na direccion de k e outra compofiente de amplitude variable 2E cos k-r que non se
propaga e chamase por esto onda estacionaria.

Supofiamos que as ondas incidente e reflexada estan linealmente polarizadas no mesmo

plano !, sendo E* = ‘EJ'

e’ e E = ‘E“e”’r . Sempre se podera facer ¢* = ¢y + ¢,. Asi tamén
se pode descompofier E como sigue:
e L S e

— o (B st )i (| - senthr 1)

comprobandose que as amplitudes méxima e minima son respectivamente [E*|+[E | = [E*|(1+]{)
e [E'HE | = [E"|(1-Ir}).

' Noétese que [E*| € R* ¢ o vector modulo do complexo E* € €.
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Definese a relacion de ondas estacionarias, ROE (SWR en inglés) como o cociente entre
estas amplitudes maxima ¢ minima:

L+ (4.5)
ROE =——

1=l

IMPEDANCIA SUPERFICIAL

Cando as correntes se concentran nun intervalo (r —Jh,r+J6h) dun punto regular r dunha

superficie S, con normal i en r, sendo & despreciable comparado coas outras dimensios do
sistema, definese a densidade superficial de corrente K como

s
K= IJ(r+sﬁ)ds

=

(4.6)

Se o material ¢ lineal, E =Z (K rs€ Zs chamase impedancia superficial. Neste caso

1
ﬁx(Hz—Hl)sz:Z—El

s
Supofiamos unha lamina plana, de impedancia superficial Zg, no espacio libre. Usando as
expresios xa conocidas dos campos 6s dous lados da superficie de separacion:
e )t Ere)-tr o
Zy Zs Zy
(Zs=20)E* =(Z5+2,)E" = ZsE'

edadoque E' +E =E":
ZO E+ . E’ 2’ZS E+

b

27+ 7, T 27,47,
polo que os coeficientes de reflexion e transmision son
727 @47)
22+ 27, 2Zo+7Z,

podendo ser complexos, no caso de ondas monocromaticas tratadas en notacion complexa. Os
coeficientes de reflexion e transmision de potencia son

R=|r|% 1=t

2
s

Notese que aqui R + T'< 1, xa que a corrente na impedancia superficial pode disipar
potencia.

Débese observar que (4.7) solo ¢ valido cando o campo eléctrico sea o mesmo 6s dous lados
da superficie. No caso dunha lamina de espesor d, esixiriase que fd << 1. En principio este
formalismo non seria aplicable & superficie dun conductor.

Xg+0
2 . z
Por exemplo, se a superficie esta no plano x =x, K = J-J dx .

Xg—0
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MATRIZ DE TRANSMISION

Se polos dous lados dunha superficie de discontinuidade inciden ondas E{ e E;,

respectivamente, as ondas E; e EJ seran superposicion da parte reflexada da onda que incide

desde o0 mesmo medio ¢ a transmitida da que incide desde o outro. Supofiamos os campos
paralelos. En forma escalar:

_ 1 _
E; = Z,+7, [(22 _Zl)ElJr +2Z\E, ]
1 _
E; =ZI+ZZ[2ZzE1++(Zl—Zz)Ez]

Utilizando a notacion de campos reducidos e°; seguinte:

=7 E=lne
Ei=ne B=ne

¢ inmediato comprobar que os cadrados dos campos e°; son os mddulos dos vectores de
Poynting das ondas planas correspondentes. Despexamos os campos no medio 2:

1 _
e; 222122[(21+Zz)61++(21_z2)91]
_ 1 _
2 222122[(21 ~Z,)e +(2, +Zz)€1]

Definindo a matriz de transmision § como
2\]2,2,\2 =2, Z,+Z,

() =(c) -
e ) e )

O formalismo da matriz de transmision tamén ¢ aplicable 4 impedancia superficial.
Supofiamos que hai ondas incidentes polos dous lados dunha lamina plana de impedancia
superficial Zs. En funcion dos campos reducidos e:

2

podese escribir

1
e =—\-Z et +2Z.e;
1 ZZS+ZO( 0¢1 52)
N 1 N _
e, =—\2Z.e; +—Z,e
2 2ZS+ZO( s€ 02)

chegamos a que

1 _
ez+ :225[(225 _Zo)el+ —Zye ]

1 .
e; = 2ZS[ZOe1+ +(2Z5+ 2, )e; ]

sendo a matriz de transmision a seguinte:
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| (2232, -Z, (4.10)

27\ 2, 2Z+Z,

Comprdbase nos dous casos que det X = 1.

As propiedades de reflexion e a transmision a través dun sistema de discontinuidades poden
ser representadas por unha matriz de transmision

T

s _ Ou On|_ T, T
03 O _ T i
T T

co Unico requisito de que o sistema tefia comportamento lineal. Nos coeficientes » ¢ 70 segundo
subindice representa o medio desde o que incide a onda e o primeiro o medio no que se propaga
a onda reflexada ou transmitida.

Propiedades da matriz de transmision

1. A matriz de transmision correspondente a unha serie de superficies de discontinuidade
paralelas é o producto das matrices de transmision das superficies e dos espaciados entre
elas.

. . e . s 3
2. A matriz de transmision inversa €

s 1 (o —0y
e 4.12
detZ\—0pp Op (4.12)
3. Os coeficientes r e 7de reflexion e transmision pra campos reducidos e”; podense
calcular a partir da matriz de transmision *:
O, 01,0, _ detX

r=——"0 T, =0, —
1 > Do 1
Op Op O (4.13)

4. det X =1 se e solo se o sistema & reciproco, é dicir, se 71, = T11.

5. Se as ondas son monocromaticas, un espaciado d entre duas superficies pode ser
representado pola matriz de transmision
—ikd
s_|e ! 0
0 ™ (4.11)

INCIDENCIA OBLICUA. LEIS DE SNELL

Suponse que unha onda plana propagandose nun medio / con velocidade v; € na direccion

n" incide sobre unha superfice S plana e infinita de separacion entre dous medios, que

supofiemos pasa polo orixen. Unha parte da onda volve 6 medio / ¢ outra transmitese 6 medio

3 E a matriz inversa £’ coas filas e columnas invertidas, pra restablecer as direccios de
propagacion correctas despois de intercambiar os medios / e 2.

. ., Z
* O coeficiente de transmision cumple ¢ = 72 T
1
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2. Sea v, a velocidade de propagacion neste medio. A simetria traslacional do sistema esixe que
as ondas transmitida e reflexada sean tamén planas. Supofiamos que as direccids de propagacion

destas sean A~ e ', respectivamente.

Na superficie deberanse satisfacer unhas determinadas condicioés de fronteira. Por exemplo,
as compofientes tanxenciales do campo eléctrico deben ser continuas. Por tratarse de ondas
planas,

wt =t /v -1

yo=f 0 x/y -t

v'= [0 x/v,~1)
Se n ¢é a normal 4 superficie, dirixida cara 6 medio /, a superficie é o conxunto de puntos
{ﬁx r’

esixe que

r' R’ } Como ademais u-Axr'=uxh-r’, a condicion de fronteira w'|s+ v |s= ¥|s

1., . 1 .- . |
S —a"xn-r'—¢ |+ f|—a xa-r'—¢ |- f|—a'xn-r'—¢|=0 , Vr',t
Vi V1 V)
Tomando r” = 0 e ¢ arbitrario concluese que '+ = f . Pero como a igualdade se tén que

manter sendo " arbitrario, hai que esixir tamén que os argumentos das funcios sean iguales,
independentemente de r’, o que significa que

xh A xh _A'xh (4.14)

Unha primeira conclusion € que as direccids de propagacion das tres ondas ¢ a normal a
superficie estdn nun mesmo plano (as catro son perpendiculares a n* xn).

Se chamamos ', o e o 6s angulos que as direccids de propagacion forman coa normal,
como na fig. 4.2, da primeira igualdade resulta sen ¢ =sen o e
a’=a. 4.15)
Da segunda igualdade en (4.14) dedlicese que sen o /v, = sen a /v,. Definese o indice de
refraccion n dun medio i como o cociente entre a velocidade de propagacion do campo
electromagnético no vacio e no medio

¢ (4.16)
_ n,=—
aJr (24 Vi
n7 .y ’ . .y
n En funcioén dos indices de refraccion temos
nysen @ =n,sen o (4.17)
1, As ecuacios (4.15) e (4.17) conocense como leis de

@ At Snell da reflexion e da refraccion.

i v Y Se n; sen ' > n, non existe ningln angulo a” que
cumpla a relacion (4.17). Nestas condicids non hai onda
transmitida (reflexion total). O angulo a, que cumple

_ n; sen a. = n, chamase dangulo critico.

Fig. 4.2
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Efecto Goos—Hiinchen

Sea n; > n,, e supofiamos unha onda incidente segiin un angulo a" > a,. Por simplicidade da
interpretacion, supofiamos que o medio 2 esta en z > 0. Segun a lei de Snell, o angulo da onda
transmitida cumplira

2
n;sena’” o sen’a’ 1
=11 —
2 2
ny sen“a,

n. =cosa’' = |1-

Un coseno imaxinario € perfectamente valido na notacion complexa de campos
monocromaticos. A direccion de propagacion tén compofiente n,” (paralela a superficie) real. De
2 s 2 s
cos’a’+sen'a’ = 1:
, sena’
n,=———

sena,

En consecuencia, no medio 2 existira unha onda °
E = Ei)e—\n;\kze—in; kx (418)

propagandose paralelamente ¢ superficie, pero atenuada na direccion normal a ela, que se
denomina onda superficial. Que non hai onda transmitida debe interpretarse simplemente como
que esta onda non transporta enerxia na direccion z. Esto é asi porque

s. = %Re(Ezn;)z 0

COEFICIENTES DE FRESNEL EN INCIDENCIA OBLICUA

As relacios (3.9) e as condicios de continuidade das comporientes tanxenciales que
permitiron calcular os coeficientes r e ¢ en incidencia normal son aplicables tamén en incidencia
oblicua Os coeficientes (4.2) calcularonse a partir das condicios de contorno dos campos,
paralelos a superficie. As condicios son as mesmas cando as ondas inciden formando un angulo
a coa normal. O campo eléctrico da onda incidente formara un certo angulo co plano de
polarizacion, e podera descompoiierse nunha compofiente “no plano” e outra “perpendicular 6
plano”. Faremos un estudio separado destas duas compofientes, que chamaremos
respectivamente incidencia no plano e incidencia normal 6 plano.

a) incidencia no plano
As compoiientes tanxenciales dos campos son E, = E cos a, H,= H. A relacion entre elas é
E,=-ZnxH,, (4.19)
con Z'=Z cos a. Logo, en vez de (4.2) debemos poiier

E; E cosa _ Z,cosa'—Z cosa’

E E'cosa’ Z,cosa'—Z, cosa’

E;  E'cosa’ 27, cosa’

E E'cosa’ Z,cosa'—Z,cosa”

5 , . . . .
Débese escoller o signo de ., de maneira que o argumento da exponencial en z sea negativo. O
caso contrario non teria sentido fisico.
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. _ 1 6
Polas leis de Snell, cos & = cos o', e cosa’ = —/n; —n; sen’ a* . Por outro lado °,

n,

Z; = uin;c. Deducimos

2 2 2 2
n\/ny —n,sen"«a —ﬂn2 cosa

o= E- Hy
H - E+ -
n[n? —nlsen’a + 1 n? cosa (4.20)
Hy
o E" 2n,n, cosa
= E+ -
nn; —nlsen’a +ﬂn§ cosa
Hy

b) incidencia normal ¢ plano

Agora E, = E, H,= H cos a. A impedancia correspondente en (4.19) ¢ Z' = Z/cos a. Logo
E; E~_Z,/cosa'-Z/cosa’

E_:_F Z,/cosa' + Z, [cosa*
El _E _ 2Z,/cosa’
E E* Z,/cosa'+Z,/cosa’

e resultan os coeficientes de Fresnel seguintes:

2 2 2
n, cosoz—i«/n2 —n;sen"a

_ _ H,
T T p 421
n cosa + . n; —nlsen’a (4.21)
H,
o E" 2n, cosa
L7 o T
E n cosa + 0 2 — nlsen’a
Hy

Cando E ¢ paralelo 6 plano de incidencia, pra un certo angulo a (angulo de Brewster) o
coeficiente de reflexion € cero. Por (4.20),

2

2 2 2 2 2 __m
nA[ny —np sen” ap =n; cosqy = COS"ay=——— ,ousea

ny +n,

4.22
tanag =L ( )
n

% Frecuentemente, sobre todo en medios 6pticos, 1 = b = .



