Apuntes de Electrodinamica. Tema 6

RADIACION

As ondas electromagnéticas propaganse
independentemente das fontes, pero son producidos
por elas no proceso que chamamos radiacion. As
ecuacios de ondas con fontes
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w(r, 1) contefien a informacidn necesaria pra describir este
A\ proceso.
) Pra simplificas a notacion a ecuacids escalares da
Fig.6.1 forma
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onde w (r, f) representa a compofiente do campo nunha direccion arbitraria 0, usando definicion
0-V’F= Vz(ﬁ . F), Vu e R do laplaciano vectorial.

Supofiemos a densidade de fonte g (r’, ) contida nun volumen V"’ finito e nula fora dun
intervalo temporal tamén finito. Sendo R=r-r’, e R = |r-r’| a distancia entre os puntos onde
estan definidos a fonte e o campo, introducimos o concepto de tempo remoto
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que dara conta do principio de causalidade: o efecto (campo) € posterior & causa (fonte).

SOLUCION DA ECUACION DE ONDAS CON FONTES

Queremos resolver a ecuacion inhomoxénea (6.1). Esto ¢, dados r e ¢ xenéricos, obter
v (r, t) a partir da distribucion de “fontes” g (r’, ¢). No teorema de Green,

I(V/V’zw—wv’zw)dV’ =y V'p-pV'y)-da,
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supoiiendo ¥, g e @ expresados nas coordenadas con prima, fagamos go(r ,t )= R flt'+—1,

c

con f derivable duas veces, pero arbitraria, por agora. Demostrase que
1 o? (6.3)
Vip-— 22— _4zpR5R)
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Supofiamos (fig. 1) que V" ¢ o interior da superficie S’. Usando (6.1) e (6.3):
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Agora fagamos tender f 4 delta de Dirac
fe)=0(~1)
e integremos no tempo entre —co ¢ oo:
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—o0 V'
Ent =+ @e dp/Jt" son cero, polo tanto a terceira integral € cero. En canto a integral de
superficie, cambiando o orden de integracion,
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O término que contén ¢ intégrase por partes. Se a superficie S se poén a unha distancia
suficientemente grande, como as fontes son nulas fora dun intervalo temporal limitado, o
integrando pddese facer cero, logo a integral tamén. En definitiva, temos

dmyle J‘gr L=Rjc)
Logo:
1 ¢glr,t=Re) ,, (6.4)
l//(r,l‘)—4ﬂ';/|-RdV

O potencial y obtense de igual maneira ca o potencial electrostatico, pero integrando as
fontes nun momento anterior " = ¢ — R/c dependente da distancia R = |r — r’|. Chamase por esto
potencial retardado.



Apuntes de Electrodinamica. Tema 6

Omitindo as coordenadas, a relacion escribese da forma mais compacta:

_Uplel, (6.5)
W_47J‘7dv

sendo [g](r',r,)=g (xr’,t— R/c).
Con campos g de variacion sinusoidal expresados en notacion complexa teremos,
[g]ﬁs (t') = 8 i (t - R/C) = Re{geiw(t_R/C)} Re{ge_lkR el }
de onde o campo [g] sera, tamén en notaciéon complexa
[¢]= g " (66)

co resultado

1 Ige—ﬂde ' 6.7)
Vour) R
’,

Derivacion das fontes remotas

As fontes [p] e [J] dependen de r’ e ¢, pero ademais de r, xa que entran afectadas por un
operador de “tempo remoto” R:
[ol=poR (6.8)
[J]=J-R
definido como
R:(r,r,)eR >R, )=, t-|rrc)ec R*

En cambio pe J dependender’ et’,cont =¢— | r-r’ | /c. Polo tanto V[p], V-[J] e Vx[J]
non son nulos, senon que

1o 6.9

Vipl= Lvi =~ R[p] ¢
ot c

[J]—‘lJ Ve _—lR 3] (6.10)

vx[a]= vr _——Rx[J] (6.1

onde

5] a[p] ap [] _ (6.12)

!

O primeiro resultado (6.9) € simplemente V(o o R). As outras dias demostranse de forma
inmediata pra calquera campo da forma u y, con uuniforme, e polo tanto pra calquera
J=XJ,+yJ, +7J..

A definicion do valor en tempo remoto #'=7— R/c das fontes ¢ aplicable a fontes escalares
ou vectoriales

[olrr. )=o) 5 [I)er,e)=d(.7) (6.13)
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Podemos relacionar as derivadas espaciales con respecto a coordenadas campo (sin prima)
e fonte (con prima) usando os segundos menbros das ecuaciés. Hai que ter en conta que ¢’
depende de r e de r’. Esta dependencia resulta dunha derivacion en cadea, sabendo que

Vi= - tvr=_lR=_vr
C C

Por exemplo '

v]p]= [8/’ w} L V)= [vp]{apw}

or' or'

Sumando as duas expresios resulta a primeira das relacids que siguen. As outras duas

obtéfiense da mesma maneira
[V pl=Vlp]+V]p]
V' -J]=vV-[3]+V'-[J] (6.14)
[V'xJ]sz[J]+V'x[J]

Campos de Jefimenko

Resolvemos a ecuacion de ondas

0’ 1 oJ (3.2)
V? — u,e E=—Vp+u,—
[ Hy 0542 J 2 Pt Hy o

usando o resultado (6.5):

LJ[V/’]d' _4;80IV'[p]+V[p]dv,= I( Lol ot li[p]jdvz

4ngy 5, R R 4reg,
&I SN g
e R

Na deduccion usoouse a relacion (6.14). A integral de volumen do gradente convértese
nunha integral en S’, que se anula. A integral da corrente podese escribir directamente

ﬂoJ‘lﬁ[]d ﬂj‘['ﬂdv’
R ot 47rV,R

47[50

resultando

y . i . (6.15)
[ (DN

Esta expresion do campo eléctrico € relativamente manexable, pero non evidencia un
concepto moi importante. Se consideramos a ecuacion de continuidade en tempo remoto

[pl=—v-al=-v-[r]-v- =2 [i} R - v o]

47ng 47zg c

e usamos o teorema de integracion por partes tridimensional

! V[p] e V'[p] son os gradentes da magnitude remota [p]. [V p] € o gradente V" de p. Todo dadoenr’, ¢

4
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H%(V.[J]) +([I]v)= }dv —§>—[J] fida'=0

v

O escalar gradente calculase da seguinte maneira. Pra todo u € /R*:

{12 - v{a R v SR R R pRELR D)

Con esto a primeira integral de (6.15) escribese

J[P] = ,ZOCJ‘2RR-[;]]—[J]dV,+&J‘RR-[J]dv,
7y R 47ZV' R

4rgicy

No segundo integrando reconocemos a diferencia [J]—[J]. entre as compofientes de [J]
paralela e perpandicular a R. Dos integrandos da tltima integral e segunda de (6.15) resulta un
doble producto vectorial. O final temos, representando as compofientes paralela e perpendicular
de [J] de forma estendida

I[p] dv +”;j(R®R)[J]+RX(RX[J] J‘MR_XLD (6.16)

R’

47[80

En canto a B, da ecuacion

, 02 (3.3)
\% _ﬂogoy B=—4,VxJ
operamos igual que se fixo pra chegas a (6.15):.
J-[va " va[ [+vx3]
4 R
:&j(wm_V'LX[J]-_ﬁx[J]jdv'z_ﬂjf‘xmdvr_ o (Rl
4z, R R c 4z, R? drcy, R
O resultado ¢é, logo
s (DR, I[J R, (617
: 47zc

Os primeiros términos de (6.16) e (6.17) son os campos que producirian as fontes se fosen
estaticas e de valor igual a [p] e [J], ou sea, os campos estaticos retardados. Por depender da
distancia as fontes segin 1/R, son dominantes a pequenas distancias. O campo eléctrico tén
ademais un término intermedio que depende de J e 16xicamente non apareceria se o fose
estatica. As ultimas integrales son os campos de radiacion.

Campos de radiacion

Os términos

A presencia de términos de tipo tensorial indica que E, anque se poida representar pola stias
compoiientes como se fose un campo vectorial, non o ¢ en realidade. Con B pasa outro tanto..
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rad

&Jﬁxﬁx[j .

o [k

son de especial importancia, porque a grandes distancias das fontes predominan sobre os
campos estaticos retardados. Cando R é moito maior ca as dimensios lineales de V' podemos
poier *

(6.18)

ad_

drc (6.19)

®) il
ke @ I v (6.20)

E :m_c<ﬁ>XBmd s B = 1<R>xEmd

R— R—w C

Supoiiendo o orixen de coordenadas nalgin punto de V ou proximo tal gie »'<< r pra todo

V, esto seria
B o J Jlav'
T 47zc r [ ]

i (6.21)

rad = _CrXBmd ; Brad = _rXErad
r—o r—ow C

E

que son as relacids que cumplen as ondas transversales propagandose radialmente. O vector de
Poynting

2

1 Ho i; ~ J. 3 1
S ,=—E B A = — J|d
rad luO rad x rad (472') 2 rx ), [ ] v (622)

vai sempre na direccion radial positiva. Debido 6 factor 1/, a potencia

R’ad :§Smd .da 20
S

que transportan a través dunha esfera S centrada nas fontes é sempre positiva, € a mesma a
calquera distancia, co retardo inherente a propagacion dos campos. A potencia radiada por
unidade de angulo solido resulta

(6.23)

Zg 47[ 1‘>< J [J]dv (6.24)

Os campos de radiacion son unha compofiente dos campos desligada das fontes. A enerxia
radiada non volve atrds anque se inverta a variacion temporal das fontes.

Con campos monocromaticos obteriamos

3 () indica un certo promedio que permite cumplirse a relacién. Se » — oo, mantendo #” finito, podemos
sustituir R por r.
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2 6.25
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Exemplo 6.1: dipolo eléctrico

Un dipolo eléctrico puntual é o sistema radiante mais simple. Consiste nunha distribucion
de carga neta nula

Q:lpdv'=o

distribuida nun volumen V" de dimensios despreciables en comparacion coa distancia a que se
observa o campo (r" <<r). O seu momento dipolar p ¢

p=[roa (6.26)

Ademais hai que supoiier que a velocidade de variacion de p € o basrante baixa pra que [ o]
non tefia momentos de orden superios. Facemos as seguintes aproximacios:

R= r2+r'2—2r-r’5r(l—£-r’) ; R"Er”(l+n£~r'}
r r
AR-7 . f'.r'
[p]:p t-rfc +<[p]> c Ep t-rfe +[p]7

Sabendo que a integral de p no tempo fixo #—#/c ¢ a carga total nula, calculamos as
integrales (6.16) e (6.17)

_[[P]%dv' = J"[p]r;ar' dv' = J[p]riz(l +3¥jdv' =
=r L J[p]rrdvur%{_j[p] a4 3RE J[p 'dv } r®r[p] (3f'®f‘3—l)[p]

v

AR@R)-D],,
R? B r

Ne—

J‘[Jl];lidv,;_fxz[p] | I[J];lidv,;_fx_[ﬁ]
V' V'

Polo tanto os campos do dipolo son

g | (3f'®f'—l)[p]+&{c(3f‘®f'—l)[p] rx(rx[ti])}

dre, P Arxr r i r (6.27)
Bz—ﬂ{fx[p]+ 1 f‘x[ﬁ]}
Az | c r

Suptixose unha dependencia temporal arbitraria. Se se tratase dun dipolo con variacion
sinusoidal de frecuencia @ = kc, escribiriamos, en notacién complexa

[p]zpe—ikr’[p]_lkcpe ikr [p]z_kZCZPe—ikr
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Por simplicidade supofiemos p = Zp. En consecuencia

(BF®F-1)z= 3f'cos¢9—(f‘cost9—ésent9)= 2#cosd +0send

Operando
—pkPe™ || i 1 ~ ] 1
= rl———-=12cos@+0| 1 ————— [send
Are, kr { { ke (kr) ke (kr) (6.28)
3 —ikr .
B=- Pk e (f)[l—i}sené?
4dreyc kr kr

Dependendo da distancia, distinguense tres zonas:
1. Zona estatica (kr << 1). Predomina o campo electrostatico. Tomando £ — 0:
p t2cosf+0send

4re, r (6.29)
B, =0

est

est

2. Zona de radiacion (kr >> 1)

\\‘_\\ / \/S e Predominan as compofientes que varian
~ !\\ g N7 como 1/r:

&/ p \2 k2 —ikr
1 / I E,, =025 % eno
<« . / Q 4re, 1 (6.30)
_— - . k2 ikr
A NS e,
V4 r
Superficies de |S|
uniforme, e  Os campos cumplen a mesma relacion ca os
) dunha onda plana propagandose na direccion
Fig. 6.2 radial:
6.31
Brad :leErad ( )
c
Erad =—cfx Brad
e O vector de Poynting tén direccion radial en todo punto:
. 4 (6.32)
<S> = LRe(Emd X B,.ad) r— ! & sen2 0
2y 2@4xfs 1
e A potencia que atravesa calquera esfera con centro no dipolo é a mesma,
independentemente do radio:
2 w22r 4 4 (633)
P= § %p II r senﬁd(pdﬁ—;pdc 8z fzck
t (4r) "% (47) &, 3 o
3. Zona de induccion (kr ~1). E unha rexién de transicion, cunha estructura do campo
complicada.

Débese notar que en calquera das zonas consideradas a potencia radiada € solo a que
transportan os campos de radiacion.



