Apuntes de Electrodindamica. Tema 7

CAMPOS DE CARGAS EN MOVEMENTO

En electrodinamica clasica unha carga puntual ' é unha carga ¢ (no caso do electrén g = —e)
distribuida seglin unha densidade p (r") en principio desconocida, pero que se pode considerar
nula foéra dun volumen que se extende unha distancia § << R arredor dun certo punto
considerado a posicion da particula, sendo R a distancia 6 punto de observacion. A sua
hipotética estructura non debe afectar 6 calculo dos campos que produce. Supofiemos que toda a
distribucion de carga se move coa mesma velocidade u, non necesariamente constante no
tempo.

POTENCIALES DE LIENARD-WIECHERT

Os potenciales retardados (6.7) € (6.8), onde [p] (r', )= p(xr’,t) e [J] (r',¢) =J (r', ¢") son
os valores das fontes nun instante

t'=t—-Rlc, (7.1)
/" = o con R=r —r’ e aposicion da carga dada pola traxectoria r'(z"),
/ &) ) deben ser suficientes pra poder calcular o campo
Vi =, EV) /1 V electromagnético dunha carga puntual ¢, sabendo que
A p=q 5(R)
AN L/ 7 g Efectivamente,
h _ J[5 (R)] I (5 (R’ (7.2)
47T80 0 [R]
,uqu 5 (R)] o Hoqu 1 . (73)
Fig. 7.1 A="2 J[ R) ° *J[5 (R)]av
Pero

j [6 (R)|v' #1

v

Fisicamente esto vén de que a densidade de carga que entra na integral esta dada en tempos
distintos, xa que, por (7.1), ¢t " depende de R, e polo tanto, en xeneral

[lolav =4
>
As integrales (7.2) e (7.3) poden ser reducidas a unha integral nun instante ¢, fixo facendo o
cambio de variable
;
E(r')=r' —Iudr
]

[p]=p-t

' Unha carga puntual é unha singularidade matematica. Compre usar a matematica correspondente ou
tratala como un caso limite.
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A integral da ecuacion anterios da o desplazamento dun certo punto da distribucion no
intervalo (¢, ¢'), polo tanto &(r") € o punto onde estaba (ou estara), no instante #;, o punto que en
t" estaenr’. Con esto,

[pegngav= [pav=g o
v &)
representa a carga total que en ¢, esta contida no volumen &(7”) = V; ocupado pola particula en

t,. E dicir, a carga ¢ da particula. Representamos con |D ‘| o xacobiano da aplicacién &, que é o
determinante da diferencial D€ e representa o factor de escala de transformacion do volumen *:

08 |08 0%

. 08| \ 08y 08,
DY = o (Rxd
r-qu)

Sea (u) a velocidade media da particula no intervalo (¢, ¢'):
Er) =r"—(uw)(t'-1n).

e sear; =r'(t;) € V7 o punto considerado a posicion da particula en #1, € R; = |r — ry|. Dacordo
con (7.1), aplicando o teorema do valor medio,

=ty == (R=R)= (VR}-(r'~1)= (R}-(" 1))

co gradente evaluado nalgin r do segmento r, r’. Logo
’ ’ u - !’
) =r' =R,

Sabendo que a derivada direccional dun campo vectorial G nunha direccion F ¢é

0G

0s

=(F-v)G,

F

que (F -V)(yG)=w(F -V)G+GF -V, e que (F-V') r =F, obtemos

gj” =f~'—<u>f'-V'<R>'(:_rl)—<R>'(:_rl)(f'-V')<u>
SRS S
%y L g

O tratarse dunha carga puntual, podemos facer r, = [r’], a posicién da particulaen ¢’, e
todolos términos que resultan multiplicados por (r’— r;) antlanse, quedando

5 (185 e ) ) R

o0s 0s
‘u

= |Dg=1-—:
C

R

% Co desenrolo que sigue calculase a relacion entre o volumen AV’ e a stia imaxen A &(V”), usando o
volumen determinado por tres vectores, que se toman, por conveniencia, nas direcciés de r’, R e u.
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e obtense, aplicando o cambio de variable como en (7.4)
1 (7.6)

! B R = e ]

c

Asi chegamos 0s potenciales de Liénard—Wiechert

_q 1 (7.5)
- dre, s
_ Hogq[u]_ [u] (7.6)
A= dr s ¢c2
sendo
5= [R]—M (7.7)
c

CALCULO DOS CAMPOS. VELOCIDADE CONSTANTE

A posicion actual (é dicir, en f) da carga € r” = [r'] + uR/c. Simplificase o problema pofiendo
[r,
c

sen funcionde R=r-r'=[R]-

s> =[RT —2[R][R]'"+([Rg'“j2 = [R]-[[R]—z[R]“)+([R]'“)2 _

c

{ul a1 ]

[

C C C

2.2 2 2
B (R [ e (R
c c c c

(tendo en conta que [R] x u =R x u ). Con esto:

1 1 , 1 u*) R-u 1 u’ R-u
-V-= 73VS :S{RVR(I_zj'FzV(R'u)} :3{(1_2JR+ZH} .

s 2s s c c s
Tamén podemos facer
2
_5u:uu.vl:_g{R.U[l_uszzRU}:1ung
ots s s

resultando o campo eléctrico

R
g=_1 e (7.8)
drey ys
onde se simplificou a escritura introducindo o parametro relativista
! (7.9)

a J1=(u/c)

Agora, pola identidade vectorial
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obtemos *
B= lzu xE (7.10)
c

E inmediato ver que a carga con velocidade constante non radia. Por
exemplo, tomando unha esfera con centro en r’, o vector de Poynting
resulta paralelo a superficie e da fluxo nulo.

O diagrama polar E£(6) resulta de

2 2 2
R
s? = [I—LZJRz +(uj = Rz[l—uzsenzﬁj . Queda
c c
1

" dns 2 R
072[1—;sen29j (7.11)

A baixas velocidades E ténde 6 valor estatico, con simetria esférica, ¢ B ténde a cero. Segin
aumenta u, E redicese na direccion lonxitudinal e reforzase na transversal (fig. 2), mantendo a
direccion radial con respecto a posicion actual da carga (ec. 7.8). O mesmo tempo B aumenta en
todalas direccids, anque mais na direccion transversal:

. q usend K
g, e’ 2 32 g2
° 72(1 —u—zsen2 9) (7.12)
c

MOVEMENTO ARBITRARIO

A traxectoria vén dada pola funcion [r’](¢"), logo os potenciales de Liénard-Wiechert estan
expresados en funcionde r e ¢”:

s(er) =[]~ R

c

[R]=r—[r] (7.13)
d[r']
Pero nas ecuacios dos campos

B=VxA (1.37)

O0A
E=-Vg-—" (1.36)

os potenciales deben estar expresados funcion de r e ¢, € por eso temos que calcular as derivadas
derivando en cadea a funcion implicita s(r, ¢), partindo de s(r, ¢'):

—VIZIZVSZIZ[VSI,+8S,Vt'j

Y s ot
_oful_(llos_1of]\or
ot s \s*ot s ot )ot

3 ’ .
Obsérvase que os campos non son os valores retardados dos campos estaticos.
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Derivando as relacios
[RF =|r-[r]]?
[R]=c(t—1")

como funciés de r e ¢, e considerando #'(r, ?):

w bl by o
@[R]@l"za[R]:C(l_@t'j - ot _[R]_lu.R s
o' ot ot ot c
Tamén
oR], ., _[R] [u-R]_,
VIR|=VIR],, + v =™l o R [R]
V[Ra]tz —cw[R] . }:w c[R]-[u-R] s’

Os [u-R]Jr[u]z_[u-R]‘

o R] c c

Chamaremos posicion virtual da carga, 6 punto r," onde estaria en ¢ se a partir do momento
t"=t— R/c se seguise movendo coa velocidade [u] que tifia nese momento (fig. 3). Sea

e, 2 RO:r—réz[R]—[u][T.
Asi
_[r]-ll_Re
VS‘t'cte [ ] c - [R]
vt' Ma—t_ R,
) c? ot cs
Fig. 7.3 [R]s = [R] R,

e operando con estes resultados:

:Ro([u-R] u]z+csj+Ro[ﬁ.R2]_[R]S[ﬁ]

Dado que ¢s = ¢[R] — [u - R], o altimo paréntesis escribese como ¢(1 — [u]*/c?) = ¢/y*. O
numerador do ultimo término condénsase no doble producto vectorial [R] x (Ry x [1]). En

definitiva,
o {Ro +[R]X<Rox[u]>}
2.3
yes

4re, c’s’

(7.15)

O campo magnético podese calcular directamente a partir das formulas de Jefimenko (6.18)
e (6.19):



Apuntes de Electrodindamica. Tema 7

i [, [ 20010, Rl

Py T s | R? cR? cR
IR ( [R], [« [R]]d,
e A

As integrales son, salvo constantes, os campos E ¢ B. Pra unha fonte puntual en [r'] queda
1

Bzz[R]xE (7.16)

Sabendo que [ﬁ]x R, = l[u>< R], comprobase que os campos (7.15) e (7.16) se diferéncian
¢

de (7.8) e (7.10) nun término que depende da aceleracion. Os de (7.8) e (7.10), correspondentes
a unha carga movéndose con velocidade constante, chamanse campos de velocidade ¢ os
términos adicionales de (7.15) e (7.16), campos de radiacion.

Unha consecuencia notable deste resultado € que unha carga en movemento acelerado radia
potencia :,

CAMPOS DE RADIACION

Os términos de (7.15) e (7.16) proporcionales a aceleracion tefien todalas propiedades dos
campos de radiacion. Varian como 1/R, son perpendiculares entre eles e a [R] e cumplen a
relacion de proporcionalidade E = ¢B:

E. =2 L [RIx(R, x[i])

dreyc” s
1 1» (7.17)
Bmd = 7[R:|XEmd
c
O vector de Poynting correspondente é
1 1
Sraa' :7Erad ><]3raa' =7Erad X([ ]XErad) gOC[R]Erad
0 HoC
Substituindo: u
R R
rad = 16” I S [R]x (R, x[a]) | (7.18)

O vector de Poynting da o fluxo de enerxia por unidade de area e tempo ¢ (tempo do
observador). Podémolo pofier como

-l (a0

Pero pra calcular a enerxia perdida pola particula, por unidade de angulo sélido, €
necesario referila ¢ tempo ¢". Usando (7.14):

:[R]ﬁt'd(dvj R] 4 (dUJ

[RP ot dr'\de2) [R]sdi'\de

Logo

4 . .
Incluso no caso do movemento circular uniforme.
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d (de_ & R (r, < a])? (7.19)

dr'\ dn _167zzgoc3 s

O diagrama de radiacion resultante tén a
forma dun toroide en xeneral asimétrico. A
grandes velocidades o factor 1/s° produce un
reforzamento da radiacion na direccion da
velocidade. Hai dtas direccios nodales, nas que
non existe radiacion, que son as direccios en que
Ry ¢ a aceleracion son paralelas:

Lineas nodales |
Fig. 7.4 R, x[U]=0 = [RXl'l]zz[uxﬁ]

Esto significa que as direccids nodales estan contidas no plano determinado pola velocidade
¢ a aceleracion. Tomando angulos con respecto 4 aceleracion, e sendo « o correspondente a u,
os angulos @, das direccios nodales vefien dados por

u
send, , = - sena (7.20)

A potencia radiada total podese calcular ° integrando (7.19) sobre o angulo solido completo
(formula de Lienard). Da:

dUrad _ q2 6)[-1 _ < 2
pr——y {[a] - (uxa)ey | (7.21)

Descompoiiendo a aceleracion nas siias compofentes paralela e perpandicular 4 velocidade,
obtemos unha expresion util:

dU 2 . .
s 6;18003 (o, F+740a.F) (7.22)

RADIACION A BAIXAS VELOCIDADES.

Se u << ¢ podemos facer Ry= R e s = R. Asi

q .
E,.=—"55Rx(Rx[u
rad 47Z'€OC2R3 ( [ ])
q .
B,,,=——"=>[u]xR
rad 4725003R2 Lul
2 A ~
Rsos 1 1412 1 ¢* Rlifsen’d
S, = &oC — |RR-[u|-|u] = . (7.23)
¢ [47zgoc2] R? [ ] [ ] 4rey drc? R?

sendo do angulo que R forma coa aceleracion. As superficies de S constante son toroides co
eixe na direccion da aceleracion e simétricos respecto a [d] e 6 plano perpendicular a [i] que
pasa pola posicion retardada da particula.

Integrando sobre unha esfera de radio R obtemos a formula de Larmor da potencia total
radiada:
1 ¢’[a]’
3 (7.24)

P=
bre, ¢

> Alternativamente, resulta de facer a xeneralizacion relaivista da formula de Larmor ().
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Exemplo 9.1
T Supofiamos unha carga g en movemento oscilatorio
| q r_2 - _ A2
r'=zZacoswt = u=-Zw acoswt
a
r Radiara unha potencia instantanea
2.2 4
ac
| p=1 2 cos” wt
I bre, ¢
a I
: A potencia media
|
u _plck’
Fig. 7.5 127¢,

¢ a potencia radiada (6.32) por un dipolo oscilante p = Z ga. A condicion de baixa velocidade
wa << ¢ equivale a de dipolo puntual ka << 1.

ACELERACION PARALELA A VELOCIDADE.

O caso ¢ parecido 6 anterior: [u]||[u]= R, x[u]=[Rxu].

q .

E ZWH[S][RX(RXU)]
q|R .

B, =—1— [uxR

rad 472'80C3S [u>< ]

1 4° ([R]j“ [1]* sen? 6 [~
=7 (2 B YR

rad 471'80 47Z'C3 s S2 [ ] (7.25)

Como, pra [R] dado, s ¢ menor na direccion do movemento, o
lobulo de radiacion adiantase na direccion da velocidade,
independentemente do sentido da aceleracion (fig. 6).

Fig. 7.6

Espectro da radiacion. Radiacion de frenado.

Supofiamos que a carga € decelerada desde unha velocidade inicial u << ¢. O campo radiado
na direccion @ sera:

gsenO[u]

E. .(0,t)=
1(0:1) 47[50c2R

Pra calcular o espectro da radiacion, fagamos a transformada de Fourier:
1 to+t 0 1 to+7
E(0.0)= je*fw’E(e,t)dt _ gsenv 1 I e [u](t)dt
T
lo

dre,c*R 271
lo

Anque non se conoza a aceleracion, podemos supofier que o frenado se realiza nun tempo 7
moi pequefio. Facendo wr << 1:

gsen@

_AY fy e
2 2
8 g’ R

Erad (0’ 60) =



Apuntes de Electrodindamica. Tema 7

Pola relacion de Parseval I\E(t)\z dt=2rx I\E(a))\z do = 472_[\E(a))\2 dw , se chamamos
o Zo 0
E(,, «,) (?) & transformada inversa de E() limitada a banda (@, @), neste intervalo de
frecuencia radiase unha enerxia

00

9
U(fﬂlswz),md = J’P(whfﬂz)dt: _[800 ﬁE(fUl’wz)‘ R-da \dt =

—0 N

[25) 2 2

q 2 2901 q 2
=47rj.7 Au i;sen OR-daldo=(w,-w)———~ (du

167°¢,c°R? () (S J (@ =) 67%g,C> (c4e)
@

e a enerxia radiada por unidade de intervalo de frecuencia debe ser

2 2
dggd ~ 4rs,cf|E() da=—2 i(ﬂj (7.26)
N

4reyc 3m\ ¢

, . .6 - L o1 . .
Evitase un resultado infinito °, supofiendo que o espectro esta limitado superiormente por
unha frecuencia na que un cuanto de radiacion equivale a toda a enerxia (clasica) da particula:

mu*
(e 2%
q 2A0
e . .
S j‘i?—— > ® ACELERACION PERPENDICULAR A VELOCIDADE.
/ O movemento instantaneo estara dado por unha

' Observador rotacion arredor dun certo punto ry, con velocidade
/ angular instantanes @, e radio de xiro &, sendo
u=wm, x & Se a derivada da velocidade angular
instantanea é cero (movemento nun plano sin
aceleracion tanxencial), tamén se cumple que

u=-w;&. Cando é asi,
Flg 7.7 u 2 ux u

=——u ; O,=
g 2 0= 2 (7.27)

Interesa especialmente ’ o caso de velocidades proximas a c. Nestas condicios a radiacion
concéntrase nun lobulo delgado na direccion de [u], coas lineas nodales (7.20) contidas no
plano do movemento e formando con [u] angulos que cumplen cos A@= u/c. A particula
emitira, nunha direccién dada, un impulso de campo con duracion do orden de At” = 2A 80/ ax,
que, aproximando o coseno, queda

2 u’> 2
At —[1-— =——
20 c Doy

Un observador situado no plano do movemento recibira o impulso durante un tempo Af que

podemos calcular usando (7.14):

22
At=5 At ~(-ufe) 2 =1 w/e 2 _ 1
R w,

= 7.28
N4 l+ulc o @y’ (7.28)

6 r . ~ . .

Esto € consecuencia de supoiier un tempo de frenado infinitamente pequeno.
7T r : : ’

E o caso do acelerador de particulas tipo sincrotron.
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Esto permite estimar o ancho do espectro de radiacion, que sera do orden de

Aw= 73 (7.29)
Por outro lado, a potencia instantanea radiada, particularizando (7.22), resulta:
dUu qzl/l 2 4
TR v .
dr'  6re,c’ (7.30)

RADIACION DE CERENKOV

Anque unha carga movéndose con velocidade u constante no vacio non radia, se se move
nun medio no que a velocidade de propagacion v do campo é menor ca a u, a perturbacion que
crea non pode seguir a carga. Este ¢, intuitivamente, o mecanismo da radiacion de Cerenkov.

Sea unha carga puntual movéndose na direccion z. Se supofiemos que en ¢ = 0 estd no orixen
de coordenadas, crea unha corrente

J=qud(r—ut)=2qus(x)5(y)o(z —ut)

A transformada de Fourier é

Jw)= Jaoe =2 5(s(5) [ 6(" ~urye i =
2z 7 2z

.OT ~ N4

= 4 500y [ (-0 v dr =4 50Ny
2 LA 2

Pra obter o potencial vectorial A evitando resultados infinitos, calcularemos a contribucion
dun volumen V" que na direccion z se extenda desde —z; hasta z;. Tomando » >> z;, podemos

substituir R por r — z'cos @ (introducindo coordenadas esféricas). Coas aproximacios
pertinentes:

J( ) 7iw—R —zﬂ —zﬁ(l—£c0s0jz'
U w)e v ﬂq o r_
Alw)= 470rj R = ZI r—z'cosd dz =

-z

-i%r sen[wz (l—cosgﬂ
_ e Y u v

2
ar r w(l —ucosej
u y

Desto resulta, escribindo solo os campos os campos de radiacion,

i sen{wz1 (l—ucos Gj}sene
B, (0)= [R] A= thd ioe u (7.31)
47r v or u
(1 —cos@j
v
i sen{w (l—ucos Gj}senﬁ
E, (0)=—[R]xB=-R£LI2C i N (7.32)
4 r w u
(1 —cos@j
u v

. 1T~ ) S, C
Loxicamente, B, , =— [R]x E, . . O vector de Poynting, referido 4 posicion actual da
v

particula, ¢:

10
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2

sen wzl(l _u cos 6’) sen@
u

2 2
S(a))=[li]4ﬂavE2f'=0ﬂ°q 3w Lz v (7.33)
47’y r @ u
(l—cosﬁj
u %

Esta ¢ a enerxia radiada por unidade de frecuencia e area normal 4 superficie do cono de
radiacion. A integracion sobre unha esfera da a enerxia radiada por unidade de frecuencia:

sen’ [a)zl(l - ucos@ﬂ sen’ @
u y

(2 (- ome)

22 1 sen{a)z1 (l—nucosé’ﬂsenzg
00 ZI u ¢ d(cosb)

dU _ pyq’ 0’

dw 473y

senOdpd 6 =

S e N
o'—,g)

z

T, 2. 3 - ) 2
277gc” Y W z; nu
l-—cosé
u c

(n é o indice de refraccion do medio).

No cono definido por cos €= v/u existe un pico de radiacion. Se z; é suficientemente
grande pra que nwz, >> ¢, o integrando faise despreciable cando cosd se aparta suficientemente
de ¢/nu. Logo solo € importante na integral un pequeno entorno deste 6. Esto tén dias
consecuencias. En primeiro lugar, se u < ¢/n, ninglin valor de @ cai neste entorno, logo a integral
da cero e non hai radiacion. En segundo lugar, facendo o cambio de variable w = nwz,cosé/c,
podemos extender a integral a toda a recta real sin afectar significativamente 6 seu valor. Como
ademais dentro deste entorno significativo sen’6 — 1—c*/n’u*:

1 sen’ [a)zl(l _n cos Hﬂsenze
u ¢ d(cosf) =

w2 Y nu 2
-1 — (l—cosﬁ)

u c
o0
c? c sen*w c? cr
= 1= ;dw=|1-——
n‘u” )nw z w nu” Jnw z

Substituido esto no anterior obtense a enerxia radiada, por unidade de frecuencia, nun
recorrido Al = 2z, da particula. En términos de enerxia radiada por unidade de recorrido e de
frecuencia, escribiremos:

d AU _ q° - c? o
do Al 4xe,c? n*u’ (7.34)

Aparentemente, a enerxia radiada por unidade de recorrido, que se obtén integrando na
frecuencia, seria infinita. Pero, considerando que a frecuencias suficientemente altas as
constantes do medio tenden as do vacio, a estas frecuencias n—1. Como u < ¢, existe unha
frecuencia por encima da que non se cumple a condicion de radiacion nu > ¢, e 6 integrar sale
un valor finito.
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