Apuntes de Electrodinamica. Tema 9

CINEMATICA RELATIVISTA

Chamase relatividade restrinxida ou especial a teoria fisica das transformacios entre
sistemas de referencia ' inerciales (non acelerados).

Os postulados de Einstein

1. As leis fisicas son idénticas en todolos sistemas de referencia inerciales. En consecuencia
non existe ningin experimento que permita determinar unha velocidade absoluta, ¢

2. A velocidade da luz no espacio libre ¢ constante e independente do sistema de referencia,

contradin as ideas da mecanica newtoniana basadas na intuicion. Dias consecuencias
inmediatas son (fig. 1):

1. Non existe un tempo absoluto.
A simultaneidade de dous
sucesos nun sistema de
referencia non implica a
simultaneidade noutros sistemas
de referencia.

2. As magnitudes fisicas, tales
como as lonxitudes, poden
depender do sistema de
referencia no que se midan.

Coincidenciade X e X’

N Unha magnitude que tén o
— mesmo valor en toddolos sistemas de
. o000 @QDU] (.- referencia chamase invariante. A
Xe €= Z'Z%

velocidade da luz, ¢, ¢ invariante *.

-V
% & 15 ﬂ ‘ Os postulados de Einstein non
se deducen de ningun experimento.

Simplemente son a tinica
posibilidade conocida compatible
con todolos experimentos que se
fixeron en busca de alternativas. En realidade, que os campos electromagnéticos se propaguen
sin soporte material conduce necesariamente a eles °.

Fig. 9.1

O primeiro dos postulado implica que o espacio ¢ homoxéneo e isotropo. Ademais
admitense, sin demostracion, dous principios:

1. Existen magnitudes propias reproducibles, que son as que se medirian nun sistema de
referencia con respecto 6 que o obxecto medido estuvese inmovil.

2. O sentido do tempo propio é invariante (transcorre sempre no sentido en que aumenta a
entropia).

" Ou sistemas de coordenadas.
2 ¢ =299 792 458 m/s, exactamente e por definicion.
3 ;Qué diferencia hai entre nada en repouso e nada movéndose?
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Simultaneidade. Lonxitudes e intervalos temporales

Admitido que ¢ € unha constante absoluta, os conceptos intuitivos de espacio e tempo son
contradictorios. A consistencia da teoria esixe unha definicion previa destes conceptos.

Dado un sistema de referencia inercial X, empecemos por establecer un patron de tempo
propio en 3, que sera o periodo 7, dun proceso periddico nun sistema aislado *. Podemos
admitir como axioma que todolos periodos son iguales, xa que son indistinguibles. Como
consecuencia inmediata, ¢ 7, sera un patron de lonxitude.

Fig. 9.2

A invarianza de ¢ permite definir o concepto de distancia no espacio ordinario de tres
dimensios (fig. 2). Supofiamos que unha sefial luminosa parte dun punto r; e chega a outro
punto r,. Coincidindo con esta chegada, desde r, emitese outra sefial luminosa que chega a r;.
Desde que sale a primeira sefial hasta que chega a segunda transcorre un tempo 2A¢, medido por
un crondémetro en r;. Definimos a distancia entre r; e r, por

d(ry, ry) = |ri — rp] = cAt 9.1)
03:86| », bR
~ [03:86 Esta claro que
1 1. ri—1r)20;r—-r=0&r =r,.

2. |ri =1y =|r; —ry| (pola isotropia do espacio).
r e . .

iy /43 — 3. Jr; =13 <r; — rp| + |ry — 3] (ténse a igualdade cando

f a sefial vai entre r; e r; pasando por r,; se por outro

camifio chega antes, verificase a desigualdade).

[r1= To| = [r2— 1y Logo o espacio tridimensional tén estructura de

espacio euclideo, ¢ podémolo asimilar a /R>.

) Definimos suceso elemental como o suceso ° que se
Fig. 9.3 pode representar, nun sistema de referencia, por un punto
(¢, r) do espacio tetradimensional R* = R x/R".

Dous sucesos (¢, 11, ) € (t, 12), onde ry, 1, 1> € £, estan medidos nun sistema de referencia
Y, son simultaneos neste sistema de referencia (fig. 3) se unha sefial luminosa que parte dun

* 1 segundo ¢ igual a 9 192 631 770 periodos da radiacién correspondente 4 transicion entre os dous
niveles hiperfinos do estado fundamental dun 4tomo do isétopo '**Cs, medidos a 0 K. Esta medida podese
facer tedricamente en calquera sistema de referencia con respecto ¢ cal o atomo de cesio estea inmovil e,
polo primeiro postulado da relatividade, non debe haber diferencia entre os resultados en dous sistemas
inerciales calquera.

> Suceso ou feito ¢ un concepto primario que fai referencia a "algo" ligado ¢ espacio e 6 tempo. Aqui
consideramos o suceso como Unico, independente do sistema de referencia. Por exemplo, &
"desintegracion dunha particula" dous observadores pddenlle asignar distintos valores de r e 7, e das
masas e velocidades das particulas, pero pra cada un deles existe un instante tal que "antes" solo hai unha
particula, e "despois" hai dias ou mais.
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punto r, equidistante de r; e r, nun certo instante # chega a ry en f; € a r; en f,. Dise neste caso
que t; = 1.

Como, dado un terceiro punto r; sempre existen puntos equidistantes de ry, r; e r; (excepto
no caso en que os tres puntos estean alineados, pero neste caso a comparacion podese realizar
por medio dun cuarto punto non alineado con eles), verificase {t, =6, b=} = t1 =0, ¢
podemos extender o concepto de simultaneidade a calquera numero de puntos. A
simultaneidade ¢ unha relacion de equivalencia. Por este método podemos establecer un tempo
valido pra todo o sistema de referencia X.

Definimos o intervalo temporal entre os dous sucesos no sistema de referencia X~ como a
diferencia

At=1t, —1. 9.2)

Se t; = 1, a distancia espacial | entre os dous sucesos (71, ry, ) € (£, I2), no sistema de
referencia X, €

[= |l'2 - r1|. (93)

Invarianza das lonxitudes perpendiculares d
velocidade

Suponanse dous sistemas de referencia > e

2’, que se moven un respecto 6 outro con
v o velocidade v 6 longo do eixe x, e dous segmentos
T OP ¢ O'P’ de lonxitudes propias [, iguales,
M M situadas perpendicularmente a velocidade

B z coincidindo cos eixes y e y” (por definicion
z T perpendiculares 6s x), de maneira que nalgiun
momento os puntos centrales M e M’ coincidan.
0 * O x A perpendicularidade significa que as distancias

O'Me P'M, medidas en X2, e OM’ e PM’,
Fig. 9.4 medidas en X', son sempre iguales.

Pola condicion de perpendicularidade, en calquera dos dous sistemas O ¢ P’ cruzaran o
eixe y (do sistema X) simultineamente. Polo tanto, neste momento un observador en X podera
medir, dacordo con (9.3) a lonxitude y” de O’P’, comparandoa coa lonxitude y de OP °.

Intercambiado papeles, vemos que outro tanto pode facer o observador en . O sentido
contrario (—v) da velocidade da barra OP con respecto a X non debe introducir ningunha
diferencia, pola isotropia do espacio.

Xa que os dous observadores fan a medida no mesmo instante, ou os dous obtefien y <y ou
osdous y <y’

Pero os sistemas son equivalentes, logo se en X se mide /o=y <y’, en " medirase [, =
y ' <y,eseen X semide /p=y>y", en X" medirase [y=y > y. Logo os dous deben obter y =y".
En conclusion, as dimensios perpendiculares a direccion do movemento son invariantes.

TRANSFORMACION DE LORENTZ

% Por exemplo emitindo a sefial luminosa desde M de maneira que alcance os puntos O’ ¢ P’ no momento
en que cruzan o eixe y.

7 Bastaria con que cada observador puxese 6 longo do eixe y ou y” correspondente “testigos” que
permitisen observar posteriorente a parte do eixe que “barréu” o segmento do outro sistema.

3



Apuntes de Electrodinamica. Tema 9

Seti= heri=renXtamént, = £," er; =r; en calquera outro sistema de referencia
> ¥ Esto equivale a dicir que existe unha transformacién A biunivoca que permite obter (', ")
en funcion de (¢, r), € dicir, existen criterios validos en X ¢ £’ que permiten determinar unha
coincidencia entre os dous sistemas.

A debe manter as propiedades topoloxicas do espacio-tempo. Debe facer corresponder
puntos proximos a puntos proximos, logo debe ser esencialmente continua. Tamén se debe
esperar que sea diferenciable, xa que non debe introducir nun proceso en X’ ningunha
singularidade que non exista en X.

Supofiamos un sistema de referencia X" que se move con velocidade v constante respecto a
outro X. Un suceso (z, r) en X estard representado en X como (¢, r') = A, r).

As propiedades de isotropia e homoxeneidade do espacio esixen que a diferencial de A, sea
a mesma en todolos puntos do espacio e pra todolos valores do tempo, € dicir, que A, sea lineal.

Sea v=vXx. As coordenadas y ¢ z son perpendiculares a v. Logo son invariantes:
y' =y
z =2z
As variables x e ¢ poden estar relacionadas entre elas, pero non con y nin z. Ou sea:
x ' =ay+ ax tast
X = b() + blx' +b2l‘r

Notese que non pdde haber dependencia das coordenadas transversales. Por exemplo, se
x" = a\x +ast + asy, esto permitiria distinguir entre as direccids de y positiva e negativa, contra
as hipotesis.

Supofiamos que en ¢ =¢" = 0 os sistemas % ¢ X’ coinciden:
x'=y(x+at) 9.4)
x=y(x +bt)

Imos determinar as constantes utilizando dous casos particulares onde se conoce a relacion

entre x, x’, ¢ ¢ t'. En primeiro lugar, sea x a posicion do orixen de ¥". No sistema X, x = vt. En
2, x"=0.Logo

X' =yt+tat)=0=>a=-v.
Se intercambiamos os papeles das coordenadas con e sin primas:
x=y'(—vt'+bt")=b=v.

Consideremos agora unha barra de lonxitude propia /, movéndose co sistema X', co orixen
enx; =0 e o extremo en x,” = /. Observamos a posicidén dos extremos nun mesmo instante .
Obtemos

x =yl —vig) ¥ =7(x, i)
De onde
xy—x; I 9.5)

X2_X1:—=_
V v

Por exemplo, se duas particulas colisionan en X tamén deben colisionar en ’. O suceso estaria
representado en X por un unico (¢, r) en en X’ por un unico (', r")
4
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Esta ¢ a chamada contraccion de Fitzgerald-Lorentz. No sistema Z as lonxitudes na
direccion do movemento son menores -xa que ¥ > 1, -por (9.6), mais adiante- ca no sistema
propio.

Intercambiando os papeles de X e X

X, —x, |
' XX i
Xy =X =t =

4 4
Como os dous sistemas son equivalentes, dedticese que y= y".

Examinemos agora outro caso conocido. Supoilamos que en ¢ =¢" = 0 se emite un impulso
luminoso desde o orixen de coordenadas comun. As ecuacios da propagacion deste impulso
seran:

x=ct x =ct
Levando esto as ecuacids obtidas:
ct’=y(c—v)
ct=y(c+tv)t
de onde, multiplicando membro a membro ¢ simplificando os tempos:

(9.6)

1 1
y_\/l—vz/cz _\/1—,6’2 ’

con = v/c. Consecuentemente:
X" =y(x— fct)
x=y(x + fct)

Eliminanse x” ou x entre estas relacidos multiplicando unha delas por y ¢ sumandoas. Como
y* —1=y*B*, obténse respectivamente

ct’=y(ct— fx)
ct=y(ct'+ fx")

Estas relacios son a transformacion de Lorentz

x' = y(x— fei) 9.7
ct’'=y(ct— Fx)

A transformacion inversa
x=y + fet’) (9.8)

ct=y(ct' + fx")

resulta, como se deduce do primeiro postulado de Einstein, substituindo S por —f.

Exemplo 9.1: dilatacion do intervalo temporal

Supofiamos que no mesmo punto do sistema X" temos dous sucesos, un € (¢'1, r’) e outro
(¢, r"). No sistema X os tempos seran

ct, = y(ct] + Bx")
cty = y(cth + Bx)
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Resulta que o intervalo temporal entre os dous sucesos, que no sistema propio ¢
At =t, —t| (tempo propio), no sistema X € maior:

At=t,—t,=y At (9.9)
Débese notar que este tempo A ¢ esta medido en dous puntos distintos x e x + vAz. O

resultado seria o contrario se o tempo fose medido no mesmo punto x, porque neste caso o
tempo propio seria o medido en X.

Exemplo 9.2: contraccion de Lorentz

Supofiamos unha lonxitude /, medida, na direccion do movemento, no sistema de referencia
propio ¥’ (esto implica que [y = x,"— x; "), movil con respecto a X (fig. 4). Facendo a
transformacion de Lorentz,

x| =y(x, = pcty)
xy =y(x,—pcty)
Medindo x; e x, sumltaneamente (¢, = £,) a sua diferencia sera a lonxitude / en X:

P—x| 9.5

e v

Na fig. 5 ilustranse os dous efectos anteriores. Se unha

5 particula (un pién, por exemplo) cunha vida media 7, = 25.4 ns
2 (&, 0) (& .IO) debe recorrer unha distancia /, = 300 m a unha velocidade moi
' —‘2u— ' proxima a ¢ (digamos y= 100 pr6 seu sistema propio X") tardaria
/ 1 us, un tempo 40 veces maior ca a sia vida media, e
., practicamente ningun pion chegaria 6 final. Pero no sistema X do
LELEaLE laboratorio o tempo de vida medio da particula seria
yTo = 2.54 us, sufciente pra que a amaior parte das particulas
¥ 2t x 1+ [ recorrana distancia /, antes de desintegrarse.
- ;/ , ; Desde o punto de vista da particula, o laboratorio esta en
11, X1 x’ . g _
movemento, ¢ a lonxitude [y en X" & /"= [/y= 3 m, que recorre en
At" =10 ns, de maneira que tamén en X" as particulas chegan 6
Fig. 9.5 final.
CADRIVECTORES

As catro compoiientes x“ dadas construidas co tempo € as tres coordenadas espaciales nun
sistema de referencia X:

’=ct x'=x x*=y x’=z (9.10)

transformanse, 6 expresalas nun sistema de referencia X’ que se move con respecto a X con
velocidade v = B¢ 6 longo do eixe x, da forma seguinte

X = Apx” 9.11)

(usamos a convencion de Einstein), con
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yo =
A=|=1B 7
0 | 9.12)

A coordenada x é a compofiente x; de x = r paralela a § = v/c. As coordenadas y e z
determinan a compoiiente x,; perpendicular a . Pola isotropia do espacio, as transformacios

deben ser validas independentemente da direccion de B. En funcion destas compoiientes a
transformacion anterior ¢

x'=y (xo -p x>)

¥ =y [y, - B x° 9.13)
x| =X,
Estas ecuacios pddense xuntar en duas:
¥ = ]/(xo —[i-x)
r=x+7_lﬁm-n—yﬁx° 9.14)

2

Definimos como cadrivector unha magnitude A representada nun determinado sistema de
referencia  por catro coordenadas 4% = (4°, A) que, noutro sistema de referencia £ que se
move con respecto 6 primeiro con velocidade ¢f3, son

A° =yld’ - pay)
Ay =yl4,-pa°) (9.15)
A=A,

Coa transformacion dada entre as compofientes dun cadrivector,

- pa -4, - p°)

(a0 f —a 42 = _A =4 a2 - a2,

1— ﬂZ I
deducese que os cadrivectores cumplen a relacion
(Afo)z_‘AJ:(Aof_‘A‘Z‘ (9.16)

Introducindo no espacio vectorial R* a métrica

l, a=£=0
8op =1L a=p4>0 9.17)
0 a#pf

obtense o0 espacio de Minkowski. Nel a norma dun cadrivector 4% é
gaﬂAaAﬁ = (AO)Z - ‘A|2 » (918)

polo tanto (9.16) expresa simplemente que a transformacion de Lorentz conserva a norma, €
dicir, a norma dun cadrivector é un invariante de Lorentz ou escalar °, ¢ a transformacion de
Lorentz é ortogonal:

9 P . . .. . . . . .
En Relatividade un escalar, invariante relativista ou invariante de Lorentz ¢ unha magnitude que non ¢é
cambiada por ningunha transformacion de Lorentz. Unha magnitude que permanece sin cambios solo ante

unha determinada transformacién de Lorentz, como as compofientes de r, non entran nesta categoria.

7
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gaﬁA;!A//j zg/l,u (919)

O conxunto das transformacios ortogonales no espacio de Minkowski forman o grupo de
Lorentz. As transformacios de Lorentz forman un subgrupo deste grupo, o das rotacios,
determinado polas propiedades

A% >0 (9:20)
(det4)* =1

chamado grupo propio de Lorentz. Asimesmo o grupo de Lorentz é un subgrupo do grupo de
Poincaré, que inclie as traslacios. Unha transformacion do grupo de Poincaré tén a forma:

X = fix? +a”. (9.21)

Tempo propio

Atras admitimos de forma axiomatica que o tempo
medido no sistema (inercial) propio ¢ invariante De feito, é a
Unica maneira de comparar tempos en dous sistemas de
referencia distintos. En principio esto non seria aplicable a
un mévil con velocidade u (¢) variable.

Sear’(¢") a ecuacion do movemento da particula nun
sistema X', e sean os sucesos (¢, r’) e (¢ + At’,r + Ar’).

Agora supofiamos (fig. 7) un sistema inercial X’
movéndose con respecto a X con velocidade v =u (¢), de
maneira que nun instante ¢ particular o mévil estea en
repouso con respecto a X’. Ousea, u’(¢)=0. A
transformacion de tempos debe ter derivada continua, asi que, chamdo 76 tempo propio no
sistema de referencia non inercial que se méve coa particula,

!
lim AL =1
A'—0 AT

Fig. 9.7

O intervalo espacio—temporal (As)* = (cAf)* — |Ar|* é un invariante de Lorentz, como se
deduce de (9.16):

(As")? = (cAt' ) — |Ar'| = (cAf)* — |Ar] = (As) (9.22)

Podemos escribir
2 2 2
At
=(cA7)’| == | | 1=

3

As=c At (9.23)

Ar'
cAt'

Ar'
As) =(cAt')|1-
(As)” =( )[ A

e tomando limites,

!

u

c

ds . As , INAS
—=1lm—=clim.|| — | |1-
dr a0 AT a0 |LAT

resultado que, 6 integrar en 7da

Logo o tempo propio 7 ¢ invariante, independentemente de que o0 movemento sea ou non
inercial.
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Unha relacion interesante deducese de (9.14) Facendo a transformacion inversa,

At _ 1+lﬁ‘Ar
At c At
No limite At’— 0, definindo
1 (9.24)
L
l1-u /c
obtemos
' (9.25)
A i AL g | 1+ L AT | 1im AT =

dr At'—>0AT At'—0 c At At'—0 AT

CADRIVECTOR VELOCIDADE

O feito de que o tempo propio sea invariante significa que a derivada dun cadrivector con
respecto a 7 sea tamén un cadrivector, ¢ dicir, que se transforme segtin (9.15). Derivando x“,

& o dr
dr ot dr
obtemos o cadrivector velocidade
U= (yuc, yun) (9.26)

A transformacion (inversa) das catro compofientes de U “ sera:
7.c= 77+ Bup)
vy =77, + Be)
YL yu'ul
Destas ecuacids podemos deducir as formulas de adicion de velocidades. Se un mévil tén

velocidade u’ con respecto a un sistema de referncia X°, e este se move con velocidade v con
respecto a 2, dividindo a segunda ecuacion pola primeira resulta

TRAL 9.27)

De igual maneira, dividindo a terceira pola primeira,

!

u,
’

y(l v ) (9.28)

ulz

2
C

Desta ultima deducese que cias compoientes da velocidade non se poéde construir un
cadrivector (u, non ¢ invariante). Tamén se demostra (con algo de calculo) que, sev<ce
u’ <c, sempre sera u < ¢, ou sea, por adicion e velocidades non se pode alcanzar a velocidade
da luz.

O invariante de U “ é simplemente

gaﬂU“Uﬁ =}/3(cz —u2)=c2
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CADRIVECTOR ACELERACION

A derivada con respecto 6 tempo propio do cadrivector velocidade € o cadrivector
aceleracion:

. dU“ 9.29)
a =

dr

Pofiendo #* como u - u:

o dU’dt d ¢ 1 _ uu
CT o dr A 1o ey 2P
1—(u/c)” \1-(u/c) c[l—(u/c) ]
4 _du'dt d  u, 1 u uu-u

av_ar _d = 4 :
dt dr dt\/l—(u/c)2 Jl_(u/c)Z 1—(u/c) cz[l—(u/c)z]

As demais compoiientes tefien a mesma forma ca a'. Xuntando a parte espacial e
reescribindo os denominadores:

a” —(74 u-a y2u+y4uu'ﬁj
e T 2 (9.30)
O invariante de a“ é

.N\2
a B _ (. 0V 2 gl u-u 41002 6le 2, 4. 2
gopa“a’ =(a") —a* =y (j +y T =0y
@ c i L (9.31)

Exemplo 9.3: formula de Liénard

O invariante anterior tén un significado especial na ecuacion da potencia radiada por unha
carga acelerada

2 (7.21)
Weat 4" {4 (i)}
dt' 6,

Notese que os valores remotos [r’], [u] e [i] son a posicidn, a velocidade e a aceleracion da
particula en ¢ =t — R/c, que é o tempo, medido no sistema actual %, no que a particula radia.
Ou sea, (¢, r’) son as coordenadas do suceso en X, e non en ningun suposto sistema propio %’
da particula. Ademais, o yusado tén o significado (9.24) de y,. Operando,

6f1.+2 NV 6|2 ‘ﬁ‘zuz—(“‘ﬁ)z o[ u-u ? 4112
yS P —(uxil/e) =y - TR Ry
C C

Comparando esto con (9.30), chegamos 6 resultado sorprendente

AU, _ q° S (9.32)
dt 6718, i

Ou sea, a potencia radiada ¢ un invariante relativista.

RELATIVIDADE E CAUSALIDADE

A invarianza do intervalo espacio—temporal (As)” tén importantes implicacios.

10
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Se (As)* < 0 habera algun sistema de referencia no que os sucesos sean simultaneos, pero
tefian lugar en puntos distintos. Un intervalo tal que (As)* <0 chamase de tipo espacial.

Se (As)> > 0, nalgun sistema de referencia os sucesos ocorren no mesmo punto, pero en
tempos distintos. Tal intervalo chamase de tipo temporal.

Se (As)* =0, o intervalo é de tipo luminoso.

No espacio de Minkowski /R* a condicion As = 0 define unha hipersuperficie chamada
cono de luz (fig. 6). O vértice deste hipercono é o punto do espacio-tempo que representa o
presente, ou sea o aqui e agora. Os puntos do cono de luz representan o recorrido no espacio-
tempo dun impulso luminoso emitido no presente.

Os puntos contidos entre o eixe de tempos e o cono de luz, con (As)* > 0, poden, en
principio, estar relacionados causalmente co presente. Os que tefien Ar < 0 pertenecen ¢
pasado, que é o conxunto de sucesos que dalgunha maneira péden influir no presente. Os que

tefien Az > 0 forman o futuro ou conxunto de sucesos nos que o

presente pdode ter efecto. Por (9.15),
c (Asy>0 | 4, % ©33)
ono \ Futuro , 1 '
At'=y| At——B-Ar |.
deluz_> fPresente }/( c P j
r=ct z
Relacion \ , Como |B| <1 ¢ (As)*>0= |Ar| <|cAf], At>0= At >0, ¢
causal (As) <0 Ar<0 = Ar <0.Un punto do pasado en X pertenece 6 pasado
Pasado | en X', e un punto do futuro en X pertenece 6 futuro en X’. Esto
(As)>0 exprésase dicindo que a tranformacion de Lorentz mantén a
| relacion causal.
Fig. 9.6

Os puntos do exterior do cono de luz non son nin pasado,
nin presente nin futuro ¢ englobanse na denominacion todo o demadis. Non tefien relacion causal
co presente, xa que nada que transporte enerxia ou informacion se péde mover a velocidade
maior ca ¢. Con respecto 6 presente, € como se non existisen

Segun o dito, o espacio—tempo, con relacion 6 presente, esta dividido polo cono de luz en
tres rexios: o pasado, o futuro e “todo o demais”. Calquera transformacion de Lorentz mantén
esta division e non existe ningunha que cambie un determinado suceso dunha rexion a outra.
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